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» Il concetto di probabilita ha trovato
formalizzazione a partire dal XVII®
secolo, nellambito della teoria dei giochi
di azzardo
-Ars conjectandi, James Bernoulli (1713)

-Doctrines of chance, Abraham De Moivre
(1718)

- Theorie analytigue des probabilites, Laplace
(1812)
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Definizione classica di probabilita
4 N

- Gioco di azzardo: esito incerto ma che presenta
una qualche regolarita sul lungo periodo

+ Definizione classica di probabilita basata sui
concetti di esperimento casuale i cui esiti sono
equiprobabili e mutuamente esclusivi

- Definizione classica o a priori:

Se un esperimento casuale ha n esiti e se n, di questi
esiti posseggono l'attributo A, allora la probabilita di A
e

P=n,/n
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Definizione classica secondo De Moivre

DOCTRINE
CHANCES:

A METHO n of Calculating the Probabilities
of Events in-PLAY.

THE THIRD EDITION,
Fuller, Clearer, and more Correét than the Former.

By A DE MOIVRE,
Follow of tbe Rovaw Socixry, and Member of ibe Rovar Acapimizs
or Scizxezs of Berln and Pacs

LONDOUN:
Printed for A. MiLLar, in the Strand.
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The INTRODUCTION.

HE Probability of an Event is greater or lefs,
according to the number of cn.m. by which
it may happen, mm the whole num-
b‘ﬁxl f Chances it may cither happen
or

2. Wherefore, if we conflitute a Fraction
whereof the Numerator be the number of
Chances whereby an Event may happen, and the Denominator
the number of all the Chances whereby it may either hapy
o, that Fraton ill be & proper defgnaion of l.belrm
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2 Tie DocTring of CHANCEs.
babily of bappening. "Thus ifan Event has 3 Chaoces o bappen,
and 2 to fuil, the Fraétion * will fitly Rytknl the Prohbdxly of
s happeniag, and may be'taken 1o be the meafare

The fame thing may be faid of the Probability offnllng, which
will likewife be meu'umd by a Fra@ion whofe Numerator is the
pumber of Chances whereby it may fail, and the Denominator the
‘whole number of Chances, both for its happening and failing thus
the Probability of the failing of that Event which has 2 Qﬁnce: to
il and 3 to bappen wil be meafured by the Fracton -

‘The Frations which reprefent the Probabilities of

and fuiling, being added together, their Sum will always be nq:ﬁ
to Unity, fince the Sum of their Numerators will be equal to their
common Denominator : now it being a certainty that an Event will
skher happen or fail, it follows chat Certainty, which may be con-
ceived under the emuouofm great degree of Probability,
is fily npnknled by Unity.

will elﬁly be apprehended, if it be confidered, that
ﬁgwon'lPx ility includes a double Idea; firft, of the number of
Chances whereby an Event m ‘l:appm fecondly, of the number
of Chances whereby it may cither happen or fl.

If I fay that I have three Chances to win any Sum of Money, it
is e from that bare affertion o judge whether I am like to
obmnn but if I add that the number of Chances either to obtain
it, or to mifs it, is five in all, from hence wxll enfue a comparifon
between the Chances that favour me, and the whole number of
Chances that are for or againt me, whereby a true judgment will be
formed of my Probability of fuccefs : from whence it neceffarily
Sollows, that 1t is the comparative. magnitode of the number of
Chances to happen, in refpe to the whole number of Chances
cither to hapgen or to fail, which is the true meafure of Proba=

:y lfnpon the happening of an Event, 1 be intided to 2 Sum of
my Expedtation of obtaining that Sum has a determinate
valu: be£7r= the happening of the Event.

Thus, if 1 am to bave 30 & in cale of the happening of an Event
which as an cqual Probability of happening and f.fmg, my Ex-
pecation before the happening of the Event is worth § -+ for 1am
precfly in the fame circumilances s he who at an equal Play ven-
tures cither to have 10, or to lofe his 5. Now he who ventures
5% at an equal Play, is poffeffor of § L. before the decifion of the

Y3

The DocTrine of Caances 3
Play; thercfore my jon in the cafe aby tioned muft

ton of obiaining any Sam is cftimsted
by mulupqvmgmc walue ut‘du Sum by the Fradtion which
its the Probabili ‘obtaining it.

Thas, if 1 have &mm;com 100t 1 fay that the
;;-pemm ‘the product of 100 & by the frac-

tion —;‘ and confequently that my cxpeétation is worth 6o &
For fu that an Event may Dlﬂ] bappen o any one of
1 a.rm‘:wﬁ"pﬂms s, and that the Perfon on ns hould
et ligie i phm that the

rlgmwhmhud!uﬂhﬂnm particular has upon. the Sum expected.
is - of 1002 which right is founded in this, that if the five Per-
fons concerned in the happening of the Event, fhould agree not 1o
[hnddwcl‘-nuofmhumdmdclhhmupeﬂsdmgmmu
felves, then cach of them muft have - of 100 L for his preten-
fion. Now whether they sgree to divide that fom_equally among
heselver, o rather chule to flnd. the Chance of the Eventy oo
one bas thereby any advantsge or difadvantage, fince are all
opon an equil foot, and coniequently cach Perfon's expeclation is
worth < of 100%  Let us fuppofe fasther, that two of the five
Perfons concetned in the happening of the Event, fhould be willing
10 refign their Chance to one of the other three ; then the Perfon tp
whons thofe two Chances are thus refigned has now three Chances
that favour him, and confequently has now a right wiple of gm
which he had before, and thercfore his expeftation is now worth
L-of 1e0:

Now if we confider that the fraftion -~ exprefcs the Probability
of obaining the Sum of z00%, and that == of 100, is the fume
thing as <~ multiplied by 100, we muft natwrally fal into this con-
clafen, which :mmn Jid dnmn 4 principle, that the value of

ing the Sum
h,:h.swa-hm;qr
manser of reafoni
wmnm, bepmvui s 4

‘obeainis
o T e e
gencral, and applcable to any ocher

Ba . Corok~
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Esempio: lancio di una moneta non truccata:

-2 esiti (Testa o Croce), equiprobabili (la moneta non & truccata) e
mutuamente esclusivi (non possono apparire due facce
contemporaneamente)

-Probabilita di avere una T in un lancio
+ esiti possibili {T,C} -> n=2
- Esiti con l'attributo richiesto {T} -> nA=1
- P[{T}I-1/2
Esempio: lancio di un dado non truccato
-6 esiti equiprobabili e mutuamente esclusivi {1,2,3,4,5,6}
-Probabilita di avere 5 -> 1/6
Esempio: mazzo di 52 carte
-Probabilitd di estrarre un carta di picche
P=13/52
-Probabilita di estrarre un humero compreso tra 5 e 10 (incluso)
P=(6x4)/52

Esempi di calcolo di probabilita (De Moivre)

The DocTrINe of CHANCES. 9
fuppofing it bas filed, then my Expe@tation will be 40 ; where-
fore * being the meafure of the Probability of my obtining an
Expeciation worth 4oL, it follows that this Expoftation (to etimate
ubdolelheunwofdwﬁxﬂibgmgdnamnnd)wﬂlhwmh 40X ¢ E

and therefore my Expoftation upon the whale is worth
54L+x6‘--—<7ol
If that which was called the fecond Event ba now confidered as

. the firft, and that which was called the firft be wmnﬁdmduv.he

fecond, the conclufion will be the fame as be
In ofdgr to make the preceding Rules ﬁmlllzr it will be conve-
xn;di?a-?plydxm to the Solution of fome cafy cafes, fuch as are

CASE I*
To find the Probability of throwing an Ace in two throws

of one Die.

SoLuTroN

The Probability of throwing an Ace the firft time is 7 ; Where-
fore % is the firft part of the Probability required.

I the Ace be miffed the firfk time, ftill it may be thrown on the
fecond, but the Probability of miffing it the firft time is £, and
the Probability of throwing it the fecond time is % 5 wherefore the
Probablity of miffiog it the fir time and throwing it the opod, is
4 X =11 andehisis the fecond part ohberbnb-ﬁty re-

qnned “and thrcfoe the Probabily sequired i i all 5=

"o ths cat o aslogoos » quellion on commonly progofe shoat
throwing with two Dice cither fx or feven . two throws; which
will be cafily folved, provided it be known that Seven has 6 Chances
to come up, and Six 5 Chances, and that the whole number of
Chances in two Dice is 36 ; for the namber of Chances for throw-

ing fix or feven, being T it follmn that the Probability of throwing
cither Chance the firft time is < 5 but if both are miffed the firft

time, fRill either may be thrown lhe fecond time ; now the Proba-

10 7k Doctaine of Cuances.

bility of ' miffing both the firk time is 3%, and the Probabifi-
1y of throwing ciher of them the fecond time s 42 ;  wherefore
the Probability of miffing both of them the firft time, and throw-
ing cither of them the fecond time, is 5 X
therefore the Probability required is 13 + 2
the Probability of the contrary n‘—‘.

SE I
To find tb« Pnéahllq of tbrowmg an Ace in three throws.

SoruTioN, .
ﬁmhqﬁhmsnmhm“-%’,um
s the Bl part f the Protabilty s
1 the Ace be mifled the fift time, i nmaybe thrown in the

two remaining throws ; but the Probability of miffing it the firft

time is: % , aod the Probability of throwing it in the two remmin-
ing times is (by Cafe 18) = —i . And therefore the Probability of
nn‘n'uumﬂm,mdzhm-n‘nmd:mmmm
sixF=7% m.mmmiumﬁw
required ; whenfore the Probability sequired will be § -+ £k

<1

e

) CABE HF
To find the Probability of throwing an Ace in four throws.

SoLvTIiaN.

The Probubility of throwiog an Ace the firlt time is 5 , which
i the Grit part of the Probability required.
Kmauum&dm&a‘m of which the Probability is

, there remaims the Probability of throwing it in three times,
which (by Cafe 2%) is 25 ; wherefore the Probability of miffing
the Ace the ik tme, and throwing it i the three rening times,

W= § x 35 = - , which is the fccond part o the Proba-

bility

\
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(. La definizione classica puo essere applicata
facilmente a molti problemi a patto che siano
attentamente conteggiati tutti i possibili esiti e
quelli aventi l'attributo richiesto

- Esempio sbagliato:
- Probabilita di avere due T in due lanci di una moneta non
truccata
Possibili esiti: {TT,CC,TC}
P=1/3
..0 ho?
- Esempio corretto:
Probabilita di avere due T in due lanci di una
moneta non truccata
Possibili esiti: {TT,CC,TC, CT}
P=1/4

-

Definizione classica di probabilita

-

- Esempio sbagliato:
- Probabilita di estrarre da un mazzo di carte un asso o una
carta di picche
- Possibili esiti 52
- Esiti con I'attributo richiesto 4+13=17
- P=17/52 ???

Esempio corretto:
Probabilita di estrarre da un mazzo di
carteunassoouna  cartadi picche

Possibili esiti 52
Esiti con I'attributo richiesto 4+13-1=16

P=16/52




Bernoulli, 1713

ARTIS CONJECTANDI
PARS SECUNDA,

CONTINENS

DOCTRINAM DE PERMUTATIONIBUS ET .
COMBINATIONIBUS.

PROOEMI UM,

TNFINITAM .
NFINTY operibus,
m in néhun raecipuam
uJus umvcrﬁ itudi can(hmlt nonaliunde quim ex
i mixturd & partium

&us inter fe originem ducete palam eft. Sed, quia multitudo,
ferum ad effeftum aliquem producendum concurrentium
fepenumerd tanta eft tamque varia, ut difficillimum fit re.
cenfere vias omnes, quibus earundem compofitio, vel mix«
tura, ﬁm, vel non gen, poteft, hinc fit ut nullum fic vi-
tium, in quod homines etidm maximé prudentes & circum-
fpeﬁx frequentils incidant illo, quod Logici communitér
partium ; aded quidem
m non verear dicere, hanc unicam feré featuriginem effe in-
errorum, quos in ra-
tiociniis poftris circa res tim cognofcendas tim agendas
quotidié committimus. Quaré merito fuo utiliffima cenfenda
eft ars, combinatoria difta, qua huic meatis noftrz defectui
nednur, docérque fic enumerare modos omnes poffibiles,

B fecunddm

Limiti della definizione classica

* La definizione di probabilita & basata sul concetto
di equiprobabilita
* Non applicabile se i possibili esiti sono infiniti
- Esempio:
Probabilita di estrarre a caso un numero intero pari
+ Considero i primi 10 numeri P=5/10=1/2
+ Considero i primi 100 numeri P=50/100=1/2
- Se pero ordino gli interi in modo differente:
13,2,5,74,9116,13,15,8
+ Considero i primi tre numeri P=1/3
- Considero i primi sei numeri P=2/6=1/3




Definizione di probabilita frequentista

4 N
» Consideriamo il lancio di una moneta k volte
* Posso contare quante volte appare To Ce
calcolare la frequenza
5065 - Probabilita:
= limite al quale
5 o8 tende la
2. frequenza al
o crescere del
= 05 numero di
5 osservazioni in
o un esperimento
0 2000 4000 6000 8000 10000
\_ Numero di lanci k casuale )
~




Probabilita assiomatica

4 N
* Definizione astratta che comprende come
casi particolari le definizioni precedenti
» Definiamo:
- Q spazio campionario: collezione o totalita di
tutti i possibili risultati di un esperimento
concettuale
- A evento: sottoinsieme dello spazio campionario
- A collezione di tutti i sottoinsiemi di Q
Ac A, Qe A
- Esempio: lancio di un dado
- 0={1,2,3,4,5,6}
- Numero pari A={2, 4, 6}
- Numero dispari A={1, 3, 5}
J
Probabilita assiomatica: definizione
4 N
*  Funzione di probabilita P[]
P[-]: A->[0,1]eR
tale che soddisfi gli assiomi:
1. P[Q]=1
2. P[A1>0
3. Se Al, A2,.. é una successione di eventi a due a
due incompatibili (ANA; =0 per i#))
A 04 |-Eria]
N Lo J




Probabilita assiomatica: teoremi

~
P[2]=0
- Prendiamo Al= &, A2= &,... Evidentemente
U]Af = L_JI(? =¢
Dall'assioma 3
Plg]= P[U A,] =Y PlA]=> Plg]
i=1/ i=1 i=1
J
Probabilita assiomatica: teoremi
\

Se A;, A,,..A, & una successione di eventi a
due a due incompatibili (ANA; = @ per i#))
allora:

P[A,; UA, U... UA, ]=P[ A, +P[ A, ]+..P[A, ]

- Prendiamo A, .= A,.,=..= D allora

U4 =Un+oro.=Us

i=1 i=1

P[,- JA,}=p[gA,}=gp[A,.1=gp[A,.1+P[¢1+P[¢1..=gp[A,-l

Cs

)




Probabilita assiomatica: teoremi

* P[A]=1-P[A€]
- AUA= Q; AnAc= O allora:

P[Q]=P[A UAc]=P[A ]+P[Ac]=1

Notazione

* In quel che segue, a meno che
particolari esigenze lo richiedano,
ometteremo il simbolo intersezione N

A NB=AB

10



Probabilita assiomatica: teoremi

-

P[A]=P[ABJ+P[AB<]
- AcfABU AB¢ e ABNn ABc=O E

ovviamente.. n

P[A<B]=P[B]- P[AB]

Probabilita assiomatica: teoremi

- PLAUBJ=P[A]+P[B]-P[AB]
- AUB= AUACB e AnAcB= U
segue:

P[AUB]=P[AUAcB]=P[A]+P[Ac B]=
=P[A]+P[B]-P[A B]

11



Spazi campionari finiti

* In alcune tipologie di problemi (per es. i giochi di
azzardo) lo spazio campionario e costituito da un
numero finito di punti

n = #[Q]

+ Se ¢ lecito assumere che ciascun elemento dello
spazio campionario sia equiprobabile:
PlonJ=P[,]=...=P[w,]
..e se inoltre:
- P[AJ=#[A)/n
allora si dimostra che tale funzione di probabilita
soddisfa i tre assiomi

+ Segue che la definizione assiomatica comprende al
\___ suo interno la definizione classica ! Y,

Probabilita condizionata
4 I

 Probabilita condizionata:

P[A | B]=P[A B]/ P[B]= P[A B]/ P[B]

+ Esempio: lancio di due monete
- Q={TT, TC, CT, CC}
- P[due teste | una testa sulla prima] ?
- Sia Al={testa sulla prima}, A2={testa sulla seconda}
- P[A1 A2 | A1]= P[A1 A2 A1]/P[Al1]= P[A1 A2]/ P[A1]=
= (1/74)/(1/2)=1/2

12



Indipendenza

* Due eventi A, B sono indipendenti se e solo se:

- P[A | B]J=P[A] se P[B]>O
- P[A B]=P[A]P[B]

* Inpratica l'indipendenza tra due eventi implica
che il verificarsi dell'uno non influenza la
probabilita che si verifichi I'altro

~

Variabile casuale

- Variabile casuale X & una funzione:
Q->R

* In pratica qualsiasi grandezza misurabile
che presenta variabilita ed imprevedibilita
* Esempio: lancio di una moneta
- Associo X=1se T, X=0seC
- Esempio lancio di due dadi
- Esito i,j; variabile casuale X=i+]
- Esempio temperatura media del mese di
Gennaio a Catania

13



Funzione di ripartizione

-
* Funzione R -> [0,1] tale che Fy(x)=P[X<x]
* Proprieta:

- Fy(¥) ->0 per x -> -
Dimostrazione: P[X< -»]=P[&]=0

- Fy(x) -> 1 per x -> +
Dimostrazione: P[X< +]=P[Q]=1

- Fyx(x) € monotona non decrescente

- Fy(x) & continua a destra

Qualsiasi funzione che soddisfa le precedenti
proprieta e una funzione di ripartizione

o

~

Esempio di funzione di ripartizione discreta

p
« Lancio di un dado:

- Fy(x)=x/6 per x=12,3,45,6

-Fy(x) ->0 per x -> -co
— -Fy(x) ->1 per x -> +oo

-Fy(x) & monotona non
B — decrescente

-F«(x) & continua a destra

\

14



Esempio di funzione di ripartizione continua

4 N
1~
0.9
0.8
s 0.7 +
U
X, 0.6 -
ﬂﬁ 0.5
x 04 -
. 0.3
0.2
0.1 A
0 T T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
X
-Fx(x) >0 per x -> -
-Fy(x) ->1 per x -> +oo
-Fy(x) & monotona hon decrescente
\ -Fy(x) & continua a destra J
Funzioni di ripartizione continue
14 . . \
091 Ly <o) No‘ra Ig funzu\one di
7071 ripartizione e
% 08 immediato calcolare
o la probabilita di hon
%L~ | | superamento
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
E' possibile calcolare la o
probabilita che lalav.c. | _os
X sia compresa in un 4 os
o % 057 P[550<X <1000]
intervallo z 041
02
0.1 1 ?
0 T T T T T T |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
/

15



Funzioni densita di probabilita discrete

- Data una variabile casuale discreta, si
definisce funzione densita di
probabilita la funzione:

fy(X)=P[X=x]

+ Esempio: lancio di un dado
- £,(%)=1/6 per x=1,2,3,45,6

+ Esempio lancio di tre monete

- Definiamo X= numero di teste nei tre
lanci

~

Proprieta della funzione densita di probabilita discreta

o

Sfx(x)20
P[X=x]>0 sempre

Fy(®)=) fx()
i=0
P[X<x]=P[X=01+P[X=1]+..+P[X=x] poiché X=0,
X=1, .... sono eventi disgiunti

D fx)=P[X <e]=1
i=0

\

16



Funzioni densita di probabilita discrete

-

\ ccc

+ Esempio lancio di tre monete

- Definiamo X= numero di teste nei tre
lanci

f«(0)= P[X=0]=P[CCC]-1/8

f(1)=P[X=1]=P[CCT U TCC U CTCJ= P[CCT}+ P[TCC] + P[CTC]=3/8
f«(2)=P[X=2]=P[CTT U TTC U TCT]= P[CTT]+ P[TTC] + P[TCT]=3/8
fy(3)=P[X=3]=P[TTT]=1/8

x  fy(x)
1/8
1/8
1s 3/8 3/8
1/8
1/8
1/8

/s |

fx(%)
TTT

TTC
TCT
TCC
CTT
CTC

[SEEC S SR CRCR Y B

~

1/8 0 1 2 3 a: /

Funzioni di densita di probabilita discrete

4 I

» Esempio: lancio di due dadi con esiti

X1 e X2. Sia Y=X1+X2. Qual ¢ la fy(y)?

Y fy(y) X2

2 1/36 . Y2

3 2/36 s .

4 3/36 :

5 4/36 : ; X7

6 5/36 ' -

7 6/36

8 5/36 0.2

9 4/36 S0P

10 | 3/36 5006;

1 | 2/36 .

12 1/36 2 3 456 7 8 9 101112
o Y |/

17



Funzioni densita di probabilita continue

* Se la variabile X & continua non & possibile
definire la funzione di densitd come
fy(X)=P[X=x] poiché P[X=x]=0

+ La funzione densita e definita come :

PIX <x]=Fy(x)= [ fx(x)dx

—00

- Segue che (sotto opportune condizioni):

dFy(x)
dx

fx(x)=

Funzioni densita di probabilita continue

* Proprietd della funzione di densita
continua:

fx(x)20 Vx

- Altrimenti la Fx(x) non sarebbe
monotona non descrescente

[ fx(x)dx=1

offx(x)dx=P[X <oo]|=PlQ]=1

18



Funzione di densita continua

superamento del valore
920 ¢& data dall'integrale
esteso a 920 e quindi
dall'area della regione
azzurra

o

~

f(x)

0.002
0.002
0.001
0.001
0.000

P[X s920]='[_” Fy(x)dx

0.003 Una funzione di
0.002 densita deve essere
. 0.002 tale che l'area sottesa
E 001 sia unitaria
0.001 o
0.000 - T T T T T T —_
x)dx =1
100 300 500 700 900 1100 1300 IfX( )
X —00
La probabilita di non 0.003 910

700 900 1100 1300

—/

Interpretazione frequenziale della densita di probabilita e della

funzione di ripartizione

* La densita di probabilita di una variabile continua puo essere vista

come il limite dell'istogramma di frequenza al tendere all'infinito

del numero di osservazioni, ovvero al tendere a zero dell'ampiezza

di classe

* La funzione di ripartizione pué essere vista come il limite della
frequenza cumulata (ad es. Weibull) al tendere all'infinito del
numero di osservaziohi

1

0.9 A
0.8 A

@ 07

g

% 0.6

2 05

% 04 - /

& 0.3 7 + Weibull n=1000 ———
02 ‘_.‘/ —FX(X) I
o 4 4+ Weibull =50

0 200 600 800 1000 1200 1400 1600

\
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Momenti di una distribuzione

N
+ I momenti di una distribuzione sono degli indici

sintetici della forma della densita di
probabilita

* Valore atteso o momento_del primo ordine:
- X discreta E[X]=>xfx(x)
=0

- X continua E[X]= f:xfx(x)dx

* Il valore atteso rappresenta la media della
variabile casuale poiché é la somma (integrale)
di tutti i possibili valori della X pesati per la

rispettiva probabilita

Momenti di una distribuzione

\
Varianza o momento del secondo ordine:

- X discreta Var[X]=i(xi—E[X])2fx(xi)

i=0

- X continua  Var[ X ] =[""(x—E[ X ]} fy(x)dx

La varianza di una variabile casuale é
rappresentativa della sua variabilita
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Valore atteso e varianza

4 ™
. 0.005 '/E[X]:F’OO
DenSqu _di\ 0.004 1 E[X]=500 Var[X]-100 E[X]=800
probabilita o 0003 | Var(Xj=200 Ver X200
—200. 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
1 E[X]=500
s 0F Var{X]=100 Funzione di
g0 \ ripartizione
é 0.4 { E[X]=500 E[X]=800
S o2 Verlx[20 Var[X]=200
—260 0 0 2(;0 4(;0 6(;0 8(;0 1(;00 1200 14‘00
o " J
Proprieta del valore atteso e della varianza
a N
* E[aX]=aE[X]
« E[X1+X2]=E[X1]+E[X2]
» Var[aX]=a?Var[X]
* Var [X1+X2]=Var[X1]+Var[X2] se e solo
se X1, X2 sono indipendenti
NG J
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Funzioni di probabilitd parametriche discrete

Per risolvere molti problemi pratici &
opportuno fare ricorso a funzioni di
ripartizione (o densita) “"preconfezionate”
dette parametriche, funzione di parametri
che di volta in volta vengono adattati al caso
in esame

Tra le funzioni parametriche discrete piu
interessanti dal punto di vista pratico:

- Geometrica

- Binomiale

- Poisson

~

Funzione densita di probabilita geometrica

Una variabile casuale X discreta ¢ distribuita secondo
una distribuzione geometrica con parametro p, se la
sua densita di probabilita é:

fy(X)=p(l-py! x=12,..

La "storia” dietro la geometrica é:

- supponiamo di avere un esperimento casuale i cui possibili
esiti sono "successo” con probabilita p e “insuccesso” con
probabilita 1-p

- La funzione di densita geometrica rappresenta la probabilita
del numero di insuccessi prima di avere un successo

Una v.c. distribuita secondo una geometrica ha valore
atteso e varianza: ;
E[X]==; Var[X]=""F
p

p2
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Funzione densita di probabilita geometrica

-

+ Esempio: lancio ripetuto di una moneta

- Successo T
- Insuccesso C
- Probabilita di successo p=1/2

Qual ¢ la probabilita che io debba lanciare la
moneta 3 volte prima di avere una testa
(successo)?

fy(3=p(1-p)3-1=.5*.52=125

-
Funzione densita di probabilita geometrica
/
Esempio: tempo di ritorno
- Sia X una variabile casuale con funzione di ripartizione
Fx(x)
- Definiamo tempo di ritorno Tr di un valore x, il tempo che
intercorre in media tra due eventi X > x,
_ 1207 ey b T Tr=E[T]
E 1000 ' ' '
E Xo
g 800
N 600 -
s
S 400 -
o
£ = (AR AR
0 T TTTTTTITTTTITITTTTTTTTITTT T
\qfi‘@n,""@fb be‘b\gu SR qb‘b '\" @%" R
anni
-
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Funzione densita di probabilita geometrica

 Tempo di ritorno
- Definiamo
+ Successo |'evento X > x, con probabilita p=1-Fx(x,)
+ Insuccesso |'evento X < x,
» Il tempo di ritorno sara il valore atteso della
variabile geometrica Y che esprime il numero di
insuccessi prima di un successo

I 1
p ]_FX(xo)

Tr=E[Y]=

~

Funzione densita di probabilita binomiale

Una variabile casuale X discreta & distribuita secondo
una distribuzione binomiale con parametri #,p, se la sua
densita di probabilita é:

F(x)= (”Jpxu—p P perx=0,1,2,...n
X

La “storia” dietro la binomiale é:

- supponiamo di ripetere 7 volte un esperimento casuale i cui
possibili esiti sono “successo” con probabilita p e “insuccesso”
con probabilita 1-p

- La funzione di densita binomiale rappresenta la probabilita del
numero di successi in n ripetizioni

Una v.c. distribuita secondo una binomiale ha valore
atteso e varianza:

E[X]=np; Var[ X | =np(1-p)
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Funzione densita di probabilita binomiale

+ Esempio: rischio
- Sia X una variabile casuale con funzione di ripartizione Fx(x)
- Definiamo rischio di un valore x, in 71 tentativi la probabilita di avere almeno
un valore X > x, in 7 tentativi

- Adesempiosia X la portata massima annuale in una sezione di un corso
d'acqua. Il rischio R(x,,n) rappresenta la probabilita di osservare in 7anni
almeno un anno con un valore di portata massima maggiore di x,

- Definiamo:
- Successo l'evento X > x, con probabilita p=1-Fx(x,)
- Insuccesso I'evento X < x,
S il numero di successi in 7anni

- R(x,,n)= P[521]=1-P[S=0]

- Applicando la distribuzione binomiale:

— _ n 0 n—-0 __ n
P[S—Ol—(OJP (I-p)~7=(1-p)

- Il rischio ¢ quindi:
R(x,,n)=1-Fx(x,)"

Funzione densita di probabilita di Poisson

s

« Una variabile casuale X discreta & distribuita
secondo una distribuzione di Poisson con
parametro A, se la sua densita di probabilita eé:

e

x!

fx(x)= perx=0,1,2,...

E[X]=A
Var[X]= A

La distribuzione di Poisson rappresenta il limite di una
distribuzione binomiale al crescere di nall'infinito
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Funzioni densita di probabilita continue

-

* Tra le funzioni parametriche continue di
interesse nel campo delle risorse
idriche:

- Normale (erroneamente attribuita a Gauss)
- Log-normale
- Gumbel

Funzione di densita di probabilita Normale

s

+ Una variabile casuale X continua é distribuita secondo

una distribuzione Normale con parametri iz e o, se la
sua densita di probabilita é:

BIEY
fx(x):\/%o_e 2( ? j

* La distribuzione Normale o gaussiana ¢ la distribuzione

che pit di ogni altra trova applicazione in statistica a
causa del fatto che approssima altre distribuzioni e
che possiede notevoli proprieta matematiche

© EX]Fu
- Var[X]= 6%

\
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Proprieta della distribuzione Normale

+ Siano X, X5,....X,.... X, nvariabili casuali indipendenti
distribuite Normalmente con parametri (o)

* La variabile casuale Y= X#X,*...+X)+..+X,, segue una
distribuzione Normale con parametri:

=2 s o’ =

k=1 k

o}

M=

1

~

Teorema del limite centrale

Siano X}, X,..., X..,X, nvariabili casuali indipendenti
identicamente distribuite con valore atteso e varianza
ue o2

« La distribuzione della variabile casuale

Y= (X Xo*... 4+ X ..+ X, )/ n
tende asintoticamente ad una distribuzione Normale
con parametri i e o?/n

\
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Stima dei parametri y e o della distribuzione Normale

Con riferimento ad un campione osservato Xy, X,,
..X, stimare i parametri significa frovare i valori di
i e o tale che la corrispondente distribuzione
Normale si adatti "al meglio” ai miei dati

Due metodi:

- Metodo dei momenti

- Metodo della massima verosimiglianza

Il metodo dei momenti consiste nell'equagliare i
momenti teorici della distribuzione con quelli
calcolati sul campione:

_E[X]=u=%

-Var[X ]=0"=S?

~

And then came R.A. Fisher...
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Metodo della massima verosimiglianza (Fisher)

-

* Il metodo della massima verosimiglianza

consiste nel trovare i valori dei parametri
in corrispondenza dei quali risulta massima
la probabilita (approssimata) di osservare il
campione

« P[X = x]=P[x < X < x+dx]=fy(x)dx
* P[X1=xy, X2=X;,... Xn=x,]=

P[X1=x,] P[X2=x,]... P[Xn=x,]=
fo(x1) F(X2) Fx(x,) dxdx...dx=IT fy(x;)

L(ﬂ,0)=ln'[fx(xi:ﬂ,0)

i=1

~

Calcolo della probabilita di non superamento

+ Sia X distribuita normalmente con parametri e o

x B
P[XSX]: Ifx(t)dtzjmez o/ dt

—oo

0.003
0.002
~ 0.002
X
* 0.001
0.001

0.000

. sy J(ﬂ]z
PIX <x]= [fy(t)dr= | T o)

100 300 500 700 900 1100 1300

X

\
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Calcolo della probabilita di non superamento

-

L'integrale non puo essere risolto in forma chiusa
Possibili soluzioni
- Integrazione numerica
+ EXCEL -> DISTRIB.NORM(x, 1, 0,1)
+ Matlab -> normedf(x, &, o)
- Valori tabellati x— U
- Calcolare la variabile ridotta % =

o

Tab. 1.1. Funzione di probabilita della distribuzione di Gauss:
valori della variabile ridotta v in funzione di quelli della
probabilita di non superamento P. (A causa della
simmetria della distribuzione non sono tabulati i valori
negativi della variabile ridotta; la virgola decimale &
sostituita dal punto.)

P .5000 5050 .5100 5150 .5200 .5250 .5300 .5350 .5400 .5450
.0000 0125  .0250 .0375 .0500 .0625 .0751 .0876 L1002 1128

<

.5500 .5550 .5600 .5650 5700 5750 .5800 .5850 .5900 .5950
.1254 .1380 .1507 .1633 1760 .1888 2015 2143 2271 .2400

.6000 .6050 .6100 .6150 .6200 6250 6300 6350 .6400 .6450
2529 2659 .2789 2919 .3050 3182 3314 3447 - 3580 .3714

c® ©%uw €%

.3849 .3984 .4120 .4257 4395 4533 L4673 4813 .4954 .5097

~

6506 .6550 .6600 .6650 .6700 6750 .6800 .6850 .6900 .6950 /

Funzione di densita di probabilita log-Normale

s

-

+ Una variabile casuale X continua & distribuita secondo
una distribuzione log-Normale con parametri x4, e o, se
la variabile Y=InX & distribuita normalmente

+ La densita di probabilita log-Normale é:

2
][lnx—,uy]
2 oy

1
Pelx)= s e

2
E[X ="
o1

Var[ X ]=E[ X ]*e”

\
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Stima dei parametri della distribuzione log-Normale

o

I parametri 1, e o, possono essere stimati come:
* Metodo dei momenti

_ 1 S?
,Uy :1nx—51n{l+?}

2
0'5 = ln(l + %J

* Metodo della massima verosimiglianza

= Inx;/n

i=1

o, = {i(ln X; —,uy)2 /n}m

i=1

Calcolo della probabilita di non superamento

s

* La \orobabilifc‘l di non superamento & data
dall'integrale:

,[m_ﬂyf
Z 2 1 2 o
P|X <x|= t)dt = Y dt
[ x] (J).fX( )d £\/Ex0'ye

- L'integrale non puo essere risolto in forma chiusa
- Integrazione numerica
* EXCEL ->.DISTRIBLOGNORM(x, y,, 0,)

- Calcolare la variabile ridotta:
Inx—u,

Oy

u

+ Utilizzare la tabella della distribuzione normale
* MATLAB normcdf(u,0,1)
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Distribuzione di probabilita di Gumbel

La distribuzione di probabilita di Gumbel rappresenta il
limite della distribuzione del massimo di n variabili casuali al
tendere di nall'infinito

Funzione di ripartizione:

_e— U x=f3)
Fy(x)=e*

Densita di probabilita:

[-atx-p-e3=F)]

fx(x)=ce
Momenti:
E[X ] = [+l =p+53722 f_ T =].282
'[i“ Fesa “=Tes s
P 5772
Var[ X | =— e
60’ P=x—5="""4
- J

Adattamento di una distribuzione di probabilita

4 Esempio: serie di precipitazione annue osservate nella stazione di N
Caltanissetta nel periodo 1971-2000 (30 anni)

Anno Precipitazione (nm) media 503.0
1971 501.8 medi 456.3
= o [ 1531
1974 421.6 var 25379.10
1975 426 Cv 0.317
1976 1028.2
1977 3733
1978 399.8 Q Q Q
o = Distribuzione normale
1980 454.0
1981 3562 p=media=503.0
1982 645.4
}§ gﬁ o=scarto q. medio=159.3
1985 487.2
1986 387.6 < < ‘_)
1
1o 22e Qual ¢ la P[X<600]?
1
S @0 P[X<600]=F(600)=distrib.norm(600;503;159.3;1)=.73
1991 687.6
= o Qual & la P[400< X<700]?
194 335.8
1995 357.2
= 222 P[400< X < 700]=Fy(700) - Fx(400)=
1998 350  =distrib.norm(700;503;159.3;1)- distrib.norm(400;503;159.3;1)
\ 1999 3902 j
2000 473.6 =64
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Adattamento di una distribuzione di probabilita

4 Esempio: serie di precipitazione annue osservate nella stazione di h
Caltanissetta nel periodo 1971-2000 (30 anni)

media 503.0
medana 456.3
sd 159.31
var 25379.10
Cv 0.317

Distribuzione log-Normale (metodo della max. verosimiglianza)

W,=media dei logaritmi=6.18

i, =>Inx;/n

- 1/2
(lnxl- —,uy)z/n}

ay=[.
i

o,=scarto q. medio dei logaritmi=.280

M=

Il
~

Qual e la P[X<600]?

P[X<600]=F4(600)=distrib.norm((In(600)-6.18)/.280:0;1;1)=.78

Adattamento di una distribuzione di probabilita

4 Esempio: serie di precipitazione annue osservate nella stazione di N

Caltanissetta nel periodo 1971-2000 (30 anni)
media 503.0
mediana 456.3
std 159.31
var 25379.10
Cv 0.317
Distribuzione di Gumbel
A V1 1.282
0o=.008047 = AR
6S S
p=431.27 s _on, _ 5772
p=z-te=5-22
a a
Qual ¢ la P[X<600]?
ey
P[X <600]=F, (x)=¢*" =77
N J
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Verifica della bontd di adattamento di una distribuzione

Una volta stimati i parametri sulla base di un
campione osservato di dati, & opportuno verificare
I'adattamento della distribuzione ai dati stessi

Tale verifica puo essere condotta in due modi:
- Controllo grafico

- Applicazione dei test statistici di adattamento

Il controllo grafico consiste nel confrontare
I'andamento della funzione di ripartizione con
quello della frequenza cumulata (ad es. Weibull)

~

Cartogrammi probabilistici
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Probability plot

\__ X(Fi)=o u(Fi)u

In alternativa al cartogramma probabilistico, si pud ricorrere al
cosidetto "probability plot” che consiste nel riportare in ordinate le
osservazioni in ordine crescente ed in ascisse il quantile calcolato
(tramite la distribuzione) in corrispondenza alle frequenze di Weibull

Se la distribuzione si adatta ai dati, i punti si allineeranno attorno ad una
retta

lumero d'ordine xi (mm) Fi Weibull  X(Fi)
1 251.8 0.020 341.6

~

2 386.6 | 0.039 | 407.0
3 4562 | 0.059 | 449.3
4 468.4 | 0078 | 4815
5 4766 | 0.098 | 5082 B
6 4860 0118 | 5311 1200 ..
7 523.9 = 0.137 5515 1000 P aat
8 533.6 = 0.157  569.9 e
9 5711 | 0176 | 5869
10 582.8 | 0.196 6028 800 /,
B ad
£ 600 e
Fi=i/(m1) x poo?
400 -
x(Fi): P[X<x(Fi)]=Fi 200 .
Per es. se la distribuzione & normale:
) 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-Calcolar'_e (c_) leg_ger‘e dulle_ tabelle) il valore 0 200 400 600 800 1000 1200
della variabile ridotta u(Fi)
x(Fi) (mm)

L/

Probability plot correlation test

Test che consente di verificare la bonta di
adattamento in maniera oggettiva

Basato sul calcolo della statistica:

¥ (x, - ¥)x(Fi) - %(Fi)

i=1

=2 S tr)-x(eay

r =

M=

Tanto pit elevato e r, tanto migliore &
I'adattamento
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