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Teoria delle probabilità

Definizione classica di probabilità

• Il concetto di probabilità ha trovato 
formalizzazione a partire dal XVII°
secolo, nell’ambito della teoria dei giochi 
di azzardo
–Ars conjectandi, James Bernoulli (1713)

–Doctrines of chance, Abraham De Moivre 
(1718)

–Theorie analytique des probabilites, Laplace 
(1812)
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Siamo nani sulle spalle di giganti….

Ars conjectandi, 
James Bernoulli 
(1713)

Doctrines of 
chance,
Abraham De 
Moivre (1718)

Theorie 
analytique des 
probabilites, 
Laplace (1812)

Definizione classica di probabilità

• Gioco di azzardo: esito incerto ma che presenta 
una qualche regolarità sul lungo periodo

• Definizione classica di probabilità basata sui 
concetti di esperimento casuale i cui esiti sono 
equiprobabili e mutuamente esclusivi

• Definizione classica o a priori:
Se un esperimento casuale ha n esiti e se nA di questi 
esiti posseggono l’attributo A, allora la probabilità di A 
è 

P=nA/n

Prof. Ing. A. Cancelliere – Idrologia LM Ingegneria per l’Ambiente ed il Territorio
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Definizione classica secondo De Moivre

Definizione classica secondo De Moivre
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Definizione classica di probabilità

• Esempio: lancio di una moneta non truccata:
–2 esiti (Testa o Croce), equiprobabili (la moneta non è truccata) e 
mutuamente esclusivi (non possono apparire due facce 
contemporaneamente)

–Probabilità di avere una T in un lancio
• esiti possibili {T,C}  -> n=2

• Esiti con l’attributo richiesto {T} -> nA=1

• P[{T}]=1/2

• Esempio: lancio di un dado non truccato
–6 esiti equiprobabili e mutuamente esclusivi {1,2,3,4,5,6}

–Probabilità di avere 5 -> 1/6

• Esempio: mazzo di 52 carte
–Probabilità di estrarre un carta di picche  

P=13/52

–Probabilità di estrarre un numero compreso tra 5 e 10 (incluso)

P=(6x4)/52

Esempi di calcolo di probabilità (De Moivre)
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Definizione classica di probabilità
• La definizione classica può essere applicata 

facilmente a molti problemi a patto che siano 
attentamente conteggiati tutti i possibili esiti e 
quelli aventi l’attributo richiesto

• Esempio sbagliato:
– Probabilità di avere due T in due lanci di una moneta non 

truccata

Possibili esiti: {TT,CC,TC} 

P=1/3 

…o no?

• Esempio corretto:
Probabilità di avere due T in due lanci di una 

moneta non truccata
Possibili esiti: {TT,CC,TC, CT} 

P=1/4

Definizione classica di probabilità

• Esempio sbagliato:
– Probabilità di estrarre da un mazzo di carte un asso o una 

carta di picche
• Possibili esiti 52

• Esiti con l’attributo richiesto 4+13=17

• P=17/52 ???

Esempio corretto:
Probabilità di estrarre da un mazzo di 

carte un asso o una carta di picche

Possibili esiti 52

Esiti con l’attributo richiesto 4+13-1=16

P=16/52
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Bernoulli, 1713

Limiti della definizione classica

• La definizione di probabilità è basata sul concetto 
di equiprobabilità

• Non applicabile se i possibili esiti sono infiniti
• Esempio:

– Probabilità di estrarre a caso un numero intero pari
• Considero i primi 10 numeri P=5/10=1/2
• Considero i primi 100 numeri P=50/100=1/2
• ….

– Se però ordino gli interi in modo differente:
1,3,2,  5,7,4, 9,11,6, 13,15,8
• Considero i primi tre numeri P=1/3
• Considero i primi sei numeri P=2/6=1/3
• ….
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Definizione di probabilità frequentista

• Consideriamo il lancio di una moneta k volte

• Posso contare quante volte appare T o C e 
calcolare la frequenza
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E infine arrivò Kolmogorov….
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Probabilità assiomatica

• Definizione astratta che comprende come 
casi particolari le definizioni precedenti

• Definiamo:
– Ω spazio campionario: collezione o totalità di 

tutti i possibili risultati di un esperimento 
concettuale

– A evento: sottoinsieme dello spazio campionario
– A collezione di tutti i sottoinsiemi di Ω

A∈ A,  Ω ∈ A

• Esempio: lancio di un dado
– Ω={1,2,3,4,5,6}
– Numero pari A={2, 4, 6}
– Numero dispari A={1, 3, 5}

Probabilità assiomatica: definizione

• Funzione di probabilità P[•]

P[•]:   A -> [0,1] ∈ R

tale che soddisfi gli assiomi:

1. P[Ω]=1
2. P[A]≥0
3. Se A1, A2,… è una successione di eventi a due a 

due incompatibili (Ai∩Aj =∅ per i≠j)
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• P [∅]=0
– Prendiamo A1= ∅, A2= ∅,… Evidentemente

Dall’assioma 3

Probabilità assiomatica: teoremi
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Probabilità assiomatica: teoremi

• Se A1, A2,…An è una successione di eventi a 
due a due incompatibili (Ai∩Aj = ∅ per i≠j) 
allora:

P[A1 ∪A2 ∪… ∪An]=P[A1]+P[A2]+…P[An]
– Prendiamo An+1= An+2=…= ∅ allora
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Probabilità assiomatica: teoremi

• P[A]=1-P[Ac]
– A ∪Ac= Ω;  A ∩Ac= ∅ allora:

P[Ω]=P[A ∪Ac]=P[A ]+P[Ac]=1

Notazione

• In quel che segue, a meno che 
particolari esigenze lo richiedano, 
ometteremo il simbolo intersezione ∩

A ∩B≡AB
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Probabilità assiomatica: teoremi

• P[A]=P[AB]+P[ABc]
– A=AB ∪ ABc e AB ∩ ABc = ∅

ovviamente..

P[AcB]=P[B]- P[AB]

A

B

AB

Probabilità assiomatica: teoremi

• P[A∪B]=P[A]+P[B]-P[AB]
– A∪B= A∪Ac B  e A∩Ac B = ∅

segue:

P[A∪B]=P[A∪Ac B]=P[A]+P[Ac B]=

=P[A]+P[B]-P[A B]
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Spazi campionari finiti

• In alcune tipologie di problemi (per es. i giochi di 
azzardo) lo spazio campionario è costituito da un 
numero finito di punti

n = #[Ω]

• Se è lecito assumere che ciascun elemento dello 
spazio campionario sia equiprobabile:
P[ω1]=P[ω2]=…=P[ωn]

…e se inoltre:
– P[A]=#[A]/n

allora si dimostra che tale funzione di probabilità 
soddisfa i tre assiomi 

• Segue che la definizione assiomatica comprende al 
suo interno la definizione classica !!

Probabilità condizionata

• Probabilità condizionata:

P[A | B]=P[A B] / P[B]= P[A B] / P[B]

• Esempio: lancio di due monete
– Ω={TT, TC, CT, CC}

– P[due teste | una testa sulla prima] ? 

– Sia A1={testa sulla prima}, A2={testa sulla seconda}

– P[A1 A2 | A1]= P[A1 A2 A1]/P[A1] = P[A1 A2] / P[A1]=

= (1/4)/(1/2) = 1/2
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Indipendenza

• Due eventi A, B sono indipendenti se e solo se:

– P[A | B]=P[A]  se P[B]>0

– P[A B]=P[A] P[B]

• In pratica l’indipendenza tra due eventi implica 
che il verificarsi dell’uno non influenza la 
probabilità che si verifichi l’altro

Variabile casuale

• Variabile casuale X è una funzione:
Ω -> R

• In pratica qualsiasi grandezza misurabile 
che presenta variabilità ed imprevedibilità

• Esempio: lancio di una moneta
– Associo X=1 se T, X=0 se C

• Esempio lancio di due dadi
– Esito i,j;  variabile casuale X=i+j

• Esempio temperatura media del mese di 
Gennaio a Catania
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Funzione di ripartizione

• Funzione R -> [0,1] tale che  FX(x)=P[X≤x]
• Proprietà:

– FX(x) -> 0 per x -> -∞
Dimostrazione: P[X≤ -∞]=P[∅]=0

– FX(x) -> 1 per x -> +∞

Dimostrazione: P[X≤ +∞]=P[Ω]=1

– FX(x) è monotona non decrescente
– FX(x) è continua a destra

Qualsiasi funzione che soddisfa le precedenti 
proprietà è una funzione di ripartizione

Esempio di funzione di ripartizione discreta

• Lancio di un dado:
– FX(x)=x/6    per x=1,2,3,4,5,6

–FX(x) -> 0 per x -> -∞

–FX(x) -> 1 per x -> +∞

–FX(x) è monotona non 
decrescente

–FX(x) è continua a destra
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Esempio di funzione di ripartizione continua
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Funzioni di ripartizione continue
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Funzioni densità di probabilità discrete

• Data una variabile casuale discreta, si 
definisce funzione densità di 
probabilità la funzione:

fX(x)=P[X=x]
• Esempio: lancio di un dado

– fX(x)=1/6 per x=1,2,3,4,5,6

• Esempio lancio di tre monete
– Definiamo X= numero di teste nei tre 
lanci

Proprietà della funzione densità di probabilità discreta
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Funzioni densità di probabilità discrete

• Esempio lancio di tre monete
– Definiamo X= numero di teste nei tre 
lanci

fX(x)x
fX(x)

fX(0)= P[X=0]=P[CCC]=1/8

fX(1)=P[X=1]=P[CCT ∪ TCC ∪ CTC]= P[CCT]+ P[TCC] + P[CTC]=3/8

fX(2)=P[X=2]=P[CTT ∪ TTC ∪ TCT]= P[CTT]+ P[TTC] + P[TCT]=3/8

fX(3)=P[X=3]=P[TTT]=1/8

Funzioni di densità di probabilità discrete

• Esempio: lancio di due dadi con esiti 
X1 e X2. Sia Y=X1+X2. Qual è la fY(y)?

X1

X2

Y=7

Y=12

Y fy(y)

2 1/36

3 2/36

4 3/36

5 4/36

6 5/36

7 6/36

8 5/36

9 4/36

10 3/36

11 2/36

12 1/36
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Funzioni densità di probabilità continue

• Se la variabile X è continua non è possibile 
definire la funzione di densità come 
fX(x)=P[X=x] poiché P[X=x]=0

• La funzione densità è definita come :

• Segue che (sotto opportune condizioni):

dx

)x(dF
)x(f X

X =

[ ] ∫
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x

XX dx)x(f)x(FxXP

Funzioni densità di probabilità continue

• Proprietà della funzione di densità 
continua:

•
– Altrimenti la Fx(x) non sarebbe 
monotona non descrescente

•

x0)x(f X ∀≥       
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Funzione di densità continua
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Interpretazione frequenziale della densità di probabilità e della 
funzione di ripartizione

• La densità di probabilità di una variabile continua può essere vista 
come il limite dell’istogramma di frequenza al tendere all’infinito 
del numero di osservazioni, ovvero al tendere a zero dell’ampiezza 
di classe

• La funzione di ripartizione può essere vista come il limite della 
frequenza cumulata (ad es. Weibull) al tendere all’infinito del 
numero di osservazioni
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Momenti di una distribuzione

• I momenti di una distribuzione sono degli indici 
sintetici della forma della densità di 
probabilità

• Valore atteso o momento del primo ordine:
– X discreta

– X continua

• Il valore atteso rappresenta la media della 
variabile casuale poiché è la somma (integrale) 
di tutti i possibili valori della X pesati per la 
rispettiva probabilità

∑
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=
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iXi )x(fx]X[E
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∞−
= dx)x(xf]X[E X

Momenti di una distribuzione

• Varianza o momento del secondo ordine:

– X discreta

– X continua

• La varianza di una variabile casuale  è 
rappresentativa della sua variabilità
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Valore atteso e varianza
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Funzione di 
ripartizione

Proprietà del valore atteso e della varianza

• E[aX]=aE[X]

• E[X1+X2]=E[X1]+E[X2]

• Var[aX]=a2Var[X]

• Var [X1+X2]=Var[X1]+Var[X2] se e solo 
se X1, X2 sono indipendenti
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Funzioni di probabilità parametriche discrete

• Per risolvere molti problemi pratici è 
opportuno fare ricorso a funzioni di 
ripartizione (o densità) “preconfezionate” 
dette parametriche, funzione di parametri 
che di volta in volta vengono adattati al caso 
in esame

• Tra le funzioni parametriche discrete più 
interessanti dal punto di vista pratico:
– Geometrica

– Binomiale

– Poisson

Funzione densità di probabilità geometrica

• Una variabile casuale X discreta è distribuita secondo 
una distribuzione geometrica con parametro p, se la 
sua densità di probabilità è:

fX(x)=p(1-p)x-1       x=1,2,…

La “storia” dietro la geometrica è:

– supponiamo di avere un esperimento casuale i cui possibili 
esiti sono “successo” con probabilità p e “insuccesso” con 
probabilità 1-p

– La funzione di densità geometrica rappresenta la probabilità 
del numero di insuccessi prima di avere un successo

• Una v.c. distribuita secondo una geometrica ha valore 
atteso e varianza:

2p

p1
]X[Var

p

1
]X[E

−
==          ; 
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Funzione densità di probabilità geometrica

• Esempio: lancio ripetuto di una moneta
– Successo T

– Insuccesso C

– Probabilità di successo p=1/2

Qual è la probabilità che io debba lanciare la 
moneta 3 volte prima di avere una testa 
(successo)?

fX(3)=p(1-p)3-1=.5*.52=.125

Funzione densità di probabilità geometrica

• Esempio: tempo di ritorno
– Sia X una variabile casuale con funzione di ripartizione 

Fx(x)

– Definiamo tempo di ritorno Tr di un valore xo il tempo che 
intercorre in media tra due eventi X > xo
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Funzione densità di probabilità geometrica

• Tempo di ritorno
– Definiamo

• Successo l’evento X > xo con probabilità p=1-Fx(xo)

• Insuccesso l’evento X ≤ xo

• Il tempo di ritorno sarà il valore atteso della 
variabile geometrica Y che esprime il numero di 
insuccessi prima di un successo

)x(F1

1

p

1
]Y[ETr

oX−
===

Funzione densità di probabilità binomiale

• Una variabile casuale X discreta è distribuita secondo 
una distribuzione binomiale con parametri n,p, se la sua 
densità di probabilità è:

La “storia” dietro la binomiale è:

– supponiamo di ripetere n volte un esperimento casuale i cui 
possibili esiti sono “successo” con probabilità p e “insuccesso” 
con probabilità 1-p

– La funzione di densità binomiale rappresenta la probabilità del 
numero di successi in n ripetizioni 

• Una v.c. distribuita secondo una binomiale ha valore 
atteso e varianza:

)p1(np]X[Varnp]X[E −==          ; 

nx)p1(p
x

n
)x(f

xnx
X 0,1,2,...,per      =−








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Funzione densità di probabilità binomiale

• Esempio: rischio
– Sia X una variabile casuale con funzione di ripartizione Fx(x)

– Definiamo rischio di un valore xo in n tentativi la probabilità di avere almeno 
un valore X > xo in n tentativi

– Ad esempio sia X  la portata massima annuale in una sezione di un corso 
d’acqua. Il rischio R(xo,n) rappresenta la probabilità di osservare in n anni 
almeno un anno con un valore di portata massima maggiore di xo 

– Definiamo:

• Successo l’evento X > xo con probabilità p=1-Fx(xo)

• Insuccesso l’evento X ≤ xo

• S il numero di successi in n anni

– R(xo,n)= P[S≥1]=1-P[S=0]

– Applicando la distribuzione binomiale:

– Il rischio è quindi:

R(xo,n)=1-Fx(xo)n

n0n0 )p1()p1(p
0

n
]0S[P −=−




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


== −

Funzione densità di probabilità di Poisson

• Una variabile casuale X discreta è distribuita 
secondo una distribuzione di Poisson con 
parametro λ, se la sua densità di probabilità è:

• E[X]=λ

• Var[X]= λ

• La distribuzione di Poisson rappresenta il limite di una 
distribuzione binomiale al crescere di n all’infinito

0,1,2,...per             ==
−
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Funzioni densità di probabilità continue

• Tra le funzioni parametriche continue di 
interesse nel campo delle risorse 
idriche:
– Normale (erroneamente attribuita a Gauss)

– Log-normale

– Gumbel

Funzione di densità di probabilità Normale

• Una variabile casuale X continua è distribuita secondo 
una distribuzione Normale con parametri µ e σ, se la 
sua densità di probabilità è:

• La distribuzione Normale o gaussiana è la distribuzione 
che più di ogni altra trova applicazione in statistica a 
causa del fatto che approssima altre distribuzioni e 
che possiede notevoli proprietà matematiche

• E[X]= µ

• Var[X]= σ2
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Proprietà della distribuzione Normale

• Siano X1,X2,…,Xk…,Xn n variabili casuali indipendenti 

distribuite Normalmente con parametri (µk,σk)

• La variabile casuale Y= X1+X2+…+Xk+…+Xn segue una 
distribuzione Normale con parametri:

∑∑
==

==
n

1k

2
k

2
n

1k
k ; σσµµ         

Teorema del limite centrale

• Siano X1,X2,…,Xk…,Xn n variabili casuali indipendenti 
identicamente distribuite con valore atteso e varianza 
µ e σ2

• La distribuzione della variabile casuale 

Y= (X1+X2+…+Xk+…+Xn )/n 
tende asintoticamente ad una distribuzione Normale 
con parametri µ e σ2/n
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Stima dei parametri µ e σ della distribuzione Normale

• Con riferimento ad un campione osservato x1, x2, 
…xn stimare i parametri significa trovare i valori di 
µ e σ tale che la corrispondente distribuzione 
Normale si adatti “al meglio” ai miei dati

• Due metodi:
– Metodo dei momenti

– Metodo della massima verosimiglianza

• Il metodo dei momenti consiste nell’eguagliare i 
momenti teorici della distribuzione con quelli 
calcolati sul campione:
–

–

x]X[E == µ
22 S]X[Var == σ

And then came R.A. Fisher…
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Metodo della massima verosimiglianza (Fisher)

• Il metodo della massima verosimiglianza 
consiste nel trovare i valori dei parametri 
in corrispondenza dei quali risulta massima 
la probabilità (approssimata) di osservare il 
campione

• P[X = x]≈P[x < X ≤ x+dx]=fX(x)dx
• P[X1=x1, X2=x2,… Xn=xn]=

P[X1=x1] P[X2=x2]… P[Xn=xn]≈

fX(x1) fX(x2) fX(xn) dxdx…dx= Π fX(xi) 

),;x(f),(L
n

1i
iX σµσµ ∏

=

=

Calcolo della probabilità di non superamento

• Sia X distribuita normalmente con parametri µ e σ
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Calcolo della probabilità di non superamento

• L’integrale non può essere risolto in forma chiusa

• Possibili soluzioni
– Integrazione numerica

• EXCEL  -> DISTRIB.NORM(x, µ, σ,1)
• Matlab -> normcdf(x, µ, σ)

– Valori tabellati
• Calcolare la variabile ridotta 

σ

µ−
=

x
u

Funzione di densità di probabilità log-Normale

• Una variabile casuale X continua è distribuita secondo 
una distribuzione log-Normale con parametri µy e σy, se 
la variabile Y=lnX è distribuita normalmente

• La densità di probabilità log-Normale è:
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Stima dei parametri della distribuzione log-Normale

I parametri µy e σy possono essere stimati come:

• Metodo dei momenti

• Metodo della massima verosimiglianza
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Calcolo della probabilità di non superamento

• La probabilità di non superamento è data 
dall’integrale:

• L’integrale non può essere risolto in forma chiusa
– Integrazione numerica

• EXCEL  ->.DISTRIB.LOGNORM(x, µy, σy)

– Calcolare la variabile ridotta: 

• Utilizzare la tabella della distribuzione normale
• MATLAB normcdf(u,0,1)
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Distribuzione di probabilità di Gumbel

• La distribuzione di probabilità di Gumbel rappresenta il 
limite della distribuzione del massimo di n variabili casuali al 
tendere di n all’infinito

• Funzione di ripartizione:

• Densità di probabilità:

• Momenti:
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Adattamento di una distribuzione di probabilità

Esempio: serie di precipitazione annue osservate nella stazione di 

Caltanissetta nel periodo 1971-2000 (30 anni)
Anno Precipitazione (mm)

1971 501.8

1972 604.4

1973 735

1974 421.6

1975 426

1976 1028.2

1977 373.3
1978 399.8

1979 594.2

1980 454.0

1981 356.2

1982 645.4

1983 409.8

1984 458.6

1985 487.2

1986 387.6

1987 452.6

1988 565.8

1989 332.8

1990 475.0

1991 687.6

1992 533.2

1993 376.2

1994 335.8

1995 357.2

1996 822.2

1997 618.4

1998 385.0

1999 390.2

2000 473.6

media 503.0

mediana 456.3

std 159.31

var 25379.10

Cv 0.317

Distribuzione normale

µ=media=503.0

σ=scarto q. medio=159.3

Qual è la P[X≤600]?

P[X≤600]=FX(600)=distrib.norm(600;503;159.3;1)=.73

Qual è la P[400≤ X≤700]?

P[400≤ X ≤ 700]=FX(700) - FX(400)= 

=distrib.norm(700;503;159.3;1)- distrib.norm(400;503;159.3;1)

=.64
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Adattamento di una distribuzione di probabilità
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Esempio: serie di precipitazione annue osservate nella stazione di 

Caltanissetta nel periodo 1971-2000 (30 anni)

media 503.0

mediana 456.3

std 159.31

var 25379.10

Cv 0.317

Distribuzione log-Normale (metodo della max. verosimiglianza)

µy=media dei logaritmi=6.18

σy=scarto q. medio dei logaritmi=.280

Qual è la P[X≤600]?

P[X≤600]=FX(600)=distrib.norm((ln(600)-6.18)/.280;0;1;1)=.78

P[X≤600]=FX(600)=distrib.lognorm(600;6.18;.280;1)=.78

Adattamento di una distribuzione di probabilità

Esempio: serie di precipitazione annue osservate nella stazione di 

Caltanissetta nel periodo 1971-2000 (30 anni)

media 503.0

mediana 456.3

std 159.31

var 25379.10

Cv 0.317

Distribuzione di Gumbel
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Verifica della bontà di adattamento di una distribuzione

• Una volta stimati i parametri sulla base di un 
campione osservato di dati, è opportuno verificare 
l’adattamento della distribuzione ai dati stessi

• Tale verifica può essere condotta in due modi:
– Controllo grafico

– Applicazione dei test statistici di adattamento

• Il controllo grafico consiste nel confrontare 
l’andamento della funzione di ripartizione con 
quello della frequenza cumulata (ad es. Weibull) 

Cartogrammi probabilistici
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Probability plot
• In alternativa al cartogramma probabilistico, si può ricorrere al 

cosidetto “probability plot” che consiste nel riportare in ordinate le 
osservazioni in ordine crescente ed in ascisse il quantile calcolato 
(tramite la distribuzione) in corrispondenza alle frequenze di Weibull

• Se la distribuzione si adatta ai dati, i punti si allineeranno attorno ad una 
retta

Numero d'ordine ixi (mm) Fi Weibull X(Fi)

1 251.8 0.020 341.6

2 386.6 0.039 407.0

3 456.2 0.059 449.3

4 468.4 0.078 481.5

5 476.6 0.098 508.2

6 486.0 0.118 531.1

7 523.9 0.137 551.5

8 533.6 0.157 569.9

9 571.1 0.176 586.9

10 582.8 0.196 602.8

… … … …

Fi=i/(n+1)

x(Fi):  P[X≤x(Fi)]=Fi

Per es. se la distribuzione è normale:

•Calcolare (o leggere dalle tabelle) il valore 
della variabile ridotta u(Fi)

•x(Fi)=σ u(Fi)+µ
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Probability plot correlation test

• Test che consente di verificare la bontà di 
adattamento in maniera oggettiva

• Basato sul calcolo della statistica:

• Tanto più elevato è r, tanto migliore è 
l’adattamento
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