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Flessione compostaFlessione composta
brevi richiami

1 D t i  il t  i t t  M i  1. Determinare il momento resistente MN,Rd in 
funzione dello sforzo normale sollecitante NEd

– Assegnare un diagramma limite di deformazioni
ed il corrispondente diagramma di tensioni

– Determinare la risultante delle tensioni e quindi N

– Variare il diagramma di deformazioni in modo da g mm f m m
avere N = NEd

– Determinare il momento resistente corrispondente a D t rm nar   m m nt  r t nt  c rr p n nt  a 
questo diagramma di deformazioni



Verifica a flessione composta
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Verifica a flessione composta
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Verifica a flessione composta Verifica a flessione composta 
procedimento
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Per trovare l’asse neutro: Nc + N’s + Ns = NEd
(equilibrio alla traslazione)

Poi calcolare MRd, con equilibrio alla rotazione



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
risultante delle tensioni (sezione parzializzata)
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Verifica a flessione composta
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Verifica a flessione composta
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Verifica a flessione composta

 fA’

Verifica a flessione composta
risultante delle tensioni (sezione parzializzata)
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Nc = - β b x fcd

per sezione rettangolare, β = 0.810 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
asse neutro

P  i  tt l  i li t    • Per sezione rettangolare, parzializzata e con 
armature snervate, si ottiene un’equazione di primo 
grado che ha come soluzionegrado che ha come soluzione

Edydss Nf)'AA( −−

cd

Edydss
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)(

x
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= NEd positivo se trazione

altrimenti si può risolvere per tentativi l’equazione:

Nc + N’s + Ns = NEd



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
momento resistente
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Si determina imponendo 
l’equilibrio alla rotazione

MRd = (Ns- N’s) (h/2 – c) 
- Nc (h/2- κ x )q

(rispetto al baricentro della 
sezione) per sezione rettangolare, κ = 0.416 



Flessione compostaFlessione composta
brevi richiami

2 D t i  il d i i  di i t  (   di 2. Determinare il dominio di resistenza (o curva di 
interazione) MRd - NRd

– Assegnare un diagramma limite di deformazioni
ed il corrispondente diagramma di tensioni

– Determinare la risultante delle tensioni e quindi NRd

– Determinare il momento resistente corrispondente a 

– Variare il diagramma di deformazioni in modo da 

m m m p
questo diagramma di deformazioni, MRd

Var ar   agramma  f rmaz n  n m  a 
ottenere tutte le coppie MRd - NRd



Dominio di resistenzaDominio di resistenza
per la verifica

L  i  è ifi t   il t  h  t  • La sezione è verificata se il punto che rappresenta 
la coppia MEd – NEd è interno al dominio
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Dominio di resistenzaDominio di resistenza
per il progetto delle armature

T i d  il d i i   iù  h  • Tracciando il dominio con più curve, che 
rappresentano diverse quantità di armatura, 
è possibile determinare l’armatura necessaria è possibile determinare l armatura necessaria 
per una assegnata coppia MEd – NEd

MEd

M

N NNEd N



Flessione compostaFlessione composta
brevi richiami

3 Utili  f l  i t  3. Utilizzare formule approssimate 
(vedi A. Ghersi, Il cemento armato, 2010, pag. 306 e seguenti)
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per sezione rettangolare con armatura simmetrica 
(As = A’s; As,tot = 2 As)



Flessione composta per le paretiFlessione composta per le pareti
Cosa cambia?

L’ t  è tit it  d  t t  b• L’armatura è costituita da tante barre:
occorre decidere come disporle

concentrata distribuita un po’ distribuita e concentrata 
agli estremi 

(su più strati)

distribuita 
uniformemente

un po  distribuita e 
un po’ concentrata



Distribuzione dell’armatura 
e proprietà della parete

R i t• Resistenza
Capacità di portare momento flettente

• Duttilità
Capacità di deformarsi plasticamenteCapacità di deformarsi plasticamente
Duttilità = rapporto tra curvatura ultima e 
curvatura allo snervamento dell’armatura tesacur atura a o sn r am nto armatura t sa

• Influenza della distribuzione dell’armatura:Influenza della distribuzione dell armatura:
Studio di Cardenas e Magura, 1973



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura

Ri d  ( liti t ) il t t  d ll  Riproduce (analiticamente) il comportamento della 
parete sotto l’effetto di un momento flettente 
crescente fino al collasso per valutarecrescente fino al collasso per valutare
- Momento resistente

Duttilità disponibile- Duttilità disponibile

Considera sezioni con diverse quantità d’armatura

Considera due distribuzioni di armature

Considera sezioni con diverse quantità d armatura

Considera due distribuzioni di armature
- Distribuita uniformemente

Concentrata prevalentemente alle estremità- Concentrata prevalentemente alle estremità



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
procedimento

Si id  ll  l  f  l• Si considera nullo lo sforzo normale
• Si fa crescere il momento flettente fino al collasso

Sezione: bw=20 cm, lw=500 cm

l M

Materiali: Calcestruzzo C25/30
Acciaio B450

as

lw M

σ
Legami σ-ε

bw

σc

εyd

σs

ε
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Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
procedimento
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- si determina x con equilibrio alla traslazione;
– si assegna εc;

- si calcola il momento M corrispondente.
q



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
procedimento
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Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
procedimento
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Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
risultati
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Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
risultati
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Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
risultati

A t   di t ib i  if  • Armatura con distribuzione uniforme 
– Aumentando la quantità di armatura si aumenta il 

momento resistente ma si riduce pesantemente la momento resistente ma si riduce pesantemente la 
duttilità

Armatura prevalentemente alle estremità• Armatura prevalentemente alle estremità
– A parità di armatura complessiva si ottiene un 

momento resistente superiore a quella precedentemomento resistente superiore a quella precedente
– All’aumentare della quantità di armatura la riduzione 

di duttilità disponibile è inferiore

Conviene concentrare l’armatura alle estremità



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zone di estremità

I di id   ll  t ità d ll  i  d ll  • Individuare zone alle estremità della sezione della 
parete, nelle quali è disposta una buona quantità di 
armatura longitudinale  ben confinataarmatura longitudinale, ben confinata
– La zona confinata deve estendersi per un tratto lc

fino a raggiungere il “punto dove il calcestruzzo non f gg u g pu u
confinato può frantumarsi ed essere espulso per le 
grandi deformazioni di compressione”

E di  8  t  5 4 3 4 2(6)Eurocodice 8, punto 5.4.3.4.2(6)

– La zona confinata deve estendersi per un tratto lc
“pari al 20% della lunghezza l in pianta della parete pari al 20% della lunghezza lw in pianta della parete 
stessa e comunque non inferiore a 1.5 volte lo 
spessore della parete”

NTC08, punto 7.4.6.2.4



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zone di estremità

N ll   fi t  i d  di   t  • Nella zona confinata si deve disporre una armatura 
longitudinale adeguata

cwtot,scw lb%4≤A≤lb%1

wc l2.0l ≥

wc b5.1l ≥ Consiglio di non superare 
il 2 – 2.5% di bw lcw c

Braccio della coppia interna: z = 0 8 lBraccio della coppia interna: z = 0.8 lw



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zone di estremità

N ll   iti  i i di id  ll  t ità d ll  • Nella zona critica si individuano alle estremità della 
parete due zone confinate aventi per lati lo 
spessore della parete e una lunghezza “confinata” lspessore della parete e una lunghezza confinata  lc
pari al 20% della lunghezza in pianta l della parete 
stessa e comunque non inferiore a 1,5 volte lo q ,
spessore della parete. In tale zona il rapporto 
geometrico ρ dell’armatura totale verticale, riferito 
ll’  fi t  d    t  i all’area confinata, deve essere compreso entro i 

seguenti limiti:
%4%1 ≤≤ %4%1 ≤ρ≤

NTC 08, punto 7.4.6.2.4



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zone di estremità

D t  il i  l  i  h  l   • Durante il sisma la compressione che le zone 
confinate della parete devono sostenere 
ciclicamente è elevataciclicamente è elevata



Instabilità delle barre

27-02-2010 , Cile Foto P.  Fajfar



Le staffe si possono aprire o rompere p p p

27-02-2010 , Cile Foto P.  Fajfar



Disgregamento del nucleo di calcestruzzog g

27-02-2010 , Cile Foto P.  Fajfar



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zone di estremità

D t  il i  l  i  h  l   fi t  • Durante il sisma la compressione che le zone confinate 
della parete devono sostenere ciclicamente è elevata

Per prevenire l’instabilità delle barre delle zone 
confinate e la disgregazione del nucleo di calcestruzzo 
occorre disporre una buona staffatura

Nelle zone confinate l’armatura trasversale deve essere costituita 
da barre di diametro non inferiore a 6 mm, disposti in modo da 
fermare una barra verticale ogni due con un passo non superiore a 8 
volte il diametro della barra o a 10 cm. Le barre non fissate 

NTC 08, punto 7.4.6.2.4

devono trovarsi a meno di 15 cm da una barra fissata.



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zone di estremità

L  i i i l   l  “  iti ” d ll  • Le prescrizioni valgono per la “zona critica” della 
parete

Zona critica
È quella parte della parete che sarà interessata È quella parte della parete che sarà interessata 
dalle deformazioni plastiche, ovvero …

la porzione di parete di altezza h… la porzione di parete di altezza hcr
al di sopra dell’incastro

h)6/hl(max=h

hcr

hw
)6/h,l(max=h wwcr

per edifici fino a 6 piani
edifici con più di 6 piani

piano1cr h≤h
hh ≤

lw

cr

NTC 08, punto 7.4.6.2.4

edifici con più di 6 pianipiani2cr hh ≤



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zone di estremità

L  i i i l   l  “  iti ” d ll  • Le prescrizioni valgono per la “zona critica” della 
parete

Zona critica
È quella parte della parete che sarà interessata È quella parte della parete che sarà interessata 
dalle deformazioni plastiche

h
Al di fuori della zona critica
È    

hcr

hwÈ comunque opportuno tenere 
presente le indicazioni precedenti, 
sia pure in maniera più blanda

lw

crsia pure in maniera più blanda



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
altre prescrizioni

I  t tt  l  tIn tutta la parete
• Le armature, sia orizzontali che verticali, devono avere 

diametro non superiore ad 1/10 dello spessore della diametro non superiore ad 1/10 dello spessore della 
parete, devono essere disposte su entrambe le facce 
della parete, ad un passo non superiore a 30 cm, devono 
essere collegate con legature, in ragione di almeno nove 
ogni metro quadrato

N ll   t lNella zona centrale
• Nella rimanente parte della parete, in pianta ed in 

altezza  vanno seguite le regole delle condizioni non altezza, vanno seguite le regole delle condizioni non 
sismiche, con un’armatura minima orizzontale e verticale 
pari allo 0.2%, per controllare la fessurazione da taglio

NTC 08, punto 7.4.6.2.4



Indicazioni di normativaIndicazioni di normativa
zona centrale

N ll  i t  t  d ll  t  i  i t  d i  • Nella rimanente parte della parete, in pianta ed in 
altezza, vanno seguite le regole delle condizioni non 
sismiche, con un’armatura minima orizzontale e ,
verticale pari allo 0.2%, per controllare la 
fessurazione da taglio

Questa armatura è sufficiente anche per la fessurazione Questa armatura è sufficiente anche per la fessurazione 
da flessione nel piano di maggior rigidezza

A%20A cs A%2.0A ≥
Per flessione nel piano debole è tesa solo una fila di barre 
ed il minimo sarebbe 0 15% A  ovvero 0 3% A

NTC 08, punto 7.4.6.2.4

ed il minimo sarebbe 0.15% Ac,tesa, ovvero 0.3% Ac,tot
Questa flessione è però in genere trascurabile



Indicazioni bozza NTC 2013Indicazioni bozza NTC 2013
zone di estremità

V l  i li iti t biliti  i il t iValgono i limiti stabiliti per i pilastri

CD”A” CD”B”

Diametro staffe: φw ≥ 6 mm( )maxlw 4.0,mm6max φ≥φ

Passo staffe: s ≤ 1/3 lato minore s ≤ 1/2 lato minore

s ≤ 12.5 cm s ≤ 17.5 cmPer barre φ20 e 
10 cm 15 cm

s ≤ 6 φl s ≤ 8 φl

Per barre φ20 e 
bw = 30 cm

Ed inoltre …

NTC 13, punto 7.4.6.2.4

Ed inoltre …



Indicazioni bozza NTC 2013Indicazioni bozza NTC 2013
zone di estremità

  i  l  it   ifi  li it  di d ttilità… se si  vuole evitare una verifica esplicita di duttilità

( ) 035.0
b
b30 c

ydvdwd −εω+νµ≥ωα φ ( )
bo

ydvdwd µφ

α Coefficiente di efficacia del confinamento

sn αα=α
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2
i

n hb6
b

1 ∑−=α ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=α

oo
s h2

s1
b2
s1

⎠⎝⎠⎝

bo, ho dimensioni del nucleo confinato

b distanza tra due barre consecutive “contenute”bi distanza tra due barre consecutive contenute

s passo delle staffe

NTC 13, punto 7.4.6.2.4



Indicazioni bozza NTC 2013Indicazioni bozza NTC 2013
zone di estremità

  i  l  it   ifi  li it  di d ttilità… se si  vuole evitare una verifica esplicita di duttilità

( ) 035.0
b
b30 c

ydvdwd −εω+νµ≥ωα φ ( )
bo

ydvdwd µφ

ω rapporto meccanico di armatura trasversale

yd
d

fstaffevolume
=ω

ωwd rapporto meccanico di armatura trasversale

cd
wd fzocalcestruzdinucleovolume

ω

NTC 13, punto 7.4.6.2.4



Indicazioni bozza NTC 2013Indicazioni bozza NTC 2013
zone di estremità

  i  l  it   ifi  li it  di d ttilità… se si  vuole evitare una verifica esplicita di duttilità

( ) 035.0
b
b30 c

ydvdwd −εω+νµ≥ωα φ ( )
bo

ydvdwd µφ

µ domanda di duttilità attesa

( )
⎪
⎧ ≥− c1 TTse1q25.1

µφ domanda di duttilità attesa

( )⎪
⎩

⎪
⎨ <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

=µφ
c1

1

c TTse
T
T1q215.1

NTC 13, punto 7.4.6.2.4



Indicazioni bozza NTC 2013Indicazioni bozza NTC 2013
zone di estremità

  i  l  it   ifi  li it  di d ttilità… se si  vuole evitare una verifica esplicita di duttilità

( ) 035.0
b
b30 c

ydvdwd −εω+νµ≥ωα φ ( )
bo

ydvdwd µφ

ν sforzo normale adimensionalizzato

Ed
d fA

N
=υ

νd sforzo normale adimensionalizzato

cdc fA

ωv rapporto meccanico di armatura longitudinale al di 
l l

yd
vv

f
ρ=ω

fuori degli elementi di bordo

NTC 13, punto 7.4.6.2.4
cd

vv f
ρω



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
per le pareti

Il di t  i  ll  l    • Il procedimento rimane quello generale, ma occorre 
tener conto del fatto che ci sono molte barre di 
armaturaarmatura

εcu α fcd

σ

α fyd

x εsi
Asi

σsi

σc

nlw

bbw



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
per le pareti

S  i è l  t  diff  l  l  t   • Se vi è solo armatura diffusa lungo la parete, per 
semplificare i calcoli questa può essere pensata 
come uniformemente distribuitacome uniformemente distribuita

εcu α fcd

ε σ

α fyd

σ
x

ε σc σs

n

as

lw

siA∑b

w

si
s l

a ∑=bw



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
per le pareti

P  ifi i d  iPossono verificarsi due casi
• L’armatura è snervata sia in zona tesa che in zona 

compressa ( i  è ì)compressa (quasi sempre è così)

• L’armatura tesa è tutta in campo elastico

α fyd

σ

α fyd

σ
x

σs

xas

σs

n

as

n

σs < fyd



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa snervata

 fεcu α fcd

ε σc
κ x

n

x

lw

Nc

as

w

bw

Nc = - β b x fcd

per sezione rettangolare, β = 0.810 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa snervata
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa snervata
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa snervata

 f
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Ns4

lw-x εyd

xy

bw

Ns4

ydys2s fxa
2
1N −= y2 x

3
2xd −= y32 x

3
4d =−

1
ydys2s3s fxa

2
1NN =−=



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa snervata

 f
εcu

ε

α fyd

σs
Ns1

1
l /2

n

x

lw

2 Ns2
εyd

xy

x d

lw/2

as

w
3

4
Ns3

Ns4

lw-x εyd

xy

d4

dO4

bw

Ns4

( ) ydyws4s fxxlaN −−=
2

xxl
d yw

4

−−
=

2
xx

d y
4O

+
=yy 2 2



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa snervata

 f f α fyd

σs
Ns1

1

α fcd

n

x

lw

2 Ns2Nc

as

w
3

4
Ns3

Ns4

lw-x

bw

Ns4

L  i i  d ll’   i i  i l d  La posizione dell’asse neutro si ricava risolvendo 
l’equazione:

Eddws Nfla −
Ed4s1sc NNNN =++

cdwyds

Edydws

fbfa2
Nfla

x
β+

=



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa snervata

 f f α fyd

σs
Ns1

1

α fcd

κ x

d

n

x

lw

2 Ns2Nc

O
O

dO1

d
d2-3

as

w
3

4
Ns3

Ns4

lw-x
O dO4

Il  i  l
bw

Ns4

Il momento resistente vale:

( )xk2/lNdNdNdNM wc4O4s1O1s323sRd −−++= − ( )4O4s1O1s323sRd

per sezione rettangolare, κ = 0.416 



Esempio 1Esempio 1
armatura in zona tesa snervata

P t  30 400 C l t  C25/30Parete 30x400 Calcestruzzo C25/30
30 ∅ 12 Acciaio B450C 
A  33 9 cm2 N  2000 kNAs,tot= 33.9 cm2 NEd= -2000 kN
as = 8.48 cm2/m MEd=  4500 kNm

Procedura:
1 – individuazione dell’asse neutro

(si ipotizza che l’armatura è snervata sia in zona tesa che 
in zona compressa, si controlla se è vero e in caso 
contrario si passa all’equazione di secondo grado)contrario si passa all equazione di secondo grado)

2 - determinazione del momento resistente
3 f t  t  M  M3 - confronto tra MEd e MRd

Vedere foglio Excel “Flessione composta”



Esempio 1Esempio 1
individuazione dell’asse neutro

S  l’ t   è t• Se l’armatura compressa è snervata:
Nfla

x Edydws ==
-

cm0.81mm8101020003.39140048.8

fbfa2
x

11

3

cdwyds

==
×+××

=

=
β+

=

cm0.81mm810
101.143081.0103.39148.82 11 ×××+××× −

Con questa posizione dell’asse neutro:Con questa posizione dell asse neutro
33

cu
w

s 108.13105.3
0.81

0.81400
x

xl −− ×=××
−

=ε
−

=ε

Poiché εs > εyd (1.86x10-3) la posizione trovata è esatta

14308186.1ydε
Si h  i lt cm1.430.81

5.3
86.1xx

cu

yd
y =×=

ε
=Si ha inoltre



Esempio 1Esempio 1
individuazione dell’asse neutro

 f
εcu

ε

α fyd

σs

n

x

lw

εyd
xy

x

x + xy

as

w

lw-x εyd

xy

N  l’     è    l
bw

Nota: l’armatura in zona tesa è snervata se x+xy < lw
cm400lcm1.1241.430.81xx wy =<=+=+

Poiché x + xy < lw l’armatura è snervata e la posizione trovata è 
esatta



Esempio 1Esempio 1
calcolo del momento resistente

Si h• Si ha:

kN7278910/11408120810fxbN −=×××−=β−=

( ) kN8.12510/3.3919.3748.8fxxaN ydys1s −=××−=−−=

kN7.278910/1.140.812081.0fxbN ydwc =×××=β=

( ) ydy

kN6.7110/3.3911.4348.85.0fxa
2
1N ydys2s −=×××−=−=

kN6.71NN 2s3s =−=

( ) kN5.91510/3.3918.27548.8fxxlaN ydyws4s =××=−−=



Esempio 1Esempio 1
calcolo del momento resistente

Si h• Si ha:

500143081lxx −−
cm1.181

2
5001.430.81

2
lxx

d wy
1O −=

−−
==

44 cm5.571.43
3
4x

3
4d y32 ===−

143081xx +
cm1.62

2
1.430.81

2
xx

d y
4O =

+
=

+
=

l   è f

( )
kNm3.5476

xk2/lNdNdNdNM wc4O4s1O1s323sRd

=

=−−++= −

la sezione è verificata
kNm3.5476



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa non snervata

 f f
εcu

ε

α fyd

σs

α fcd

n
x

lw

1

ε d

Nc

as

w
2

3lw-x

εyd
xy

σs < fyd

bw

s yd

xy ed Nc si calcolano come nel caso precedente

dε
xx

cu

yd
y ε

ε
= Nc = - β b x fcd β = 0.810 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa non snervata

 f

N 1

εcu
ε

α fyd

σs d1 l /2Ns1

n
x

lw

1

ε d

OdO1

lw/2

Ns2

Ns3

as

w
2

3lw-x

εyd
xy

σs < fyd

bw

s yd

Ns1 d1 e dO1 si calcolano come nel caso precedente

( ) fxxaN −−=
xx

d y−
=

lxx
d wy −−

=( ) ydys1s fxxaN =
2

d1 =
2

d 1O =



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa non snervata

 f

d

εcu
ε

α fyd

σs N 1 l /2d2

n
x

lw

1

ε d

Ns1

O
dO2

lw/2

as

w
2

3lw-x

εyd
xy

σs < fyd

Ns2

Ns3

dO2

bw

s yd

fxa1N −= x2xd −=

Ns2 e d2 si calcolano come nel caso precedente
lx2xd w−−=ydys2 fxa

2
N = y2 x

3
xd −=

2
x

3
xd y2O −−=



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa non snervata

 f
εcu

ε

α fyd

σs N 1 l /2

n
x

lw

1

ε d

Ns1

O
d

lw/2

d3

as

w
2

3lw-x

εyd
xy

σs < fyd

Ns2

Ns3εs

dO3

3

1 xl
bw

s yds

sws3s )xl(a
2
1N σ−=

3
xld w

3
−

=

xl −ε
εs

xl
yd

y

w f
x

xl −
=yd

yd

s
s f

ε
ε

=σ
3
x

6
ld w

3O +=



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa non snervata

 f  fα fcd α fyd

N 1

κ x

nlw
Nc

x
1

σs

Ns1

σc

as

w

lw-x

2

3 σs < fyd

Ns2

Ns3

bw

L  i i  d ll’   i i  i l d  

s yd

La posizione dell’asse neutro si ricava risolvendo 
l’equazione:

Ed3s2s1sc NNNNN =+++



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa non snervata

 h   l h  i  di t... che con qualche passaggio diventa:

0fl1Nflfbf11 2yd2ydydyd ⎞
⎜
⎛ ε⎪

⎬
⎫⎪

⎨
⎧ ε

⎥
⎤

⎢
⎡ ε⎞

⎜
⎛ ε

0fla
2
1xNflaxfbf

2
1

2
1a yd

2
wsEd

cu

yd
ydws

2
cd

cu

yd
wyd

cu

yd

cu

yd
s =+⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε

+−
⎪⎭

⎪
⎬

⎪⎩

⎪
⎨ ε

β−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ε⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε

−−

0CxBxA 2 =++ovvero

cd
yd

wyd
ydyd

s fbf
2

1
2
1aA

ε
β−

⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡ ε

⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ε
−−=

con

cd
cu

wyd
cucu

s 22 ε
β

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ ε⎠

⎜
⎝ ε

⎞
⎜⎜
⎛ ε

+= yd NflaB 2 fla1C =
⎠

⎜⎜
⎝ ε

+−= Ed
cu

y
ydws NflaB ydws fla

2
C =



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
armatura in zona tesa non snervata

 f  fα fcd α fyd

σs N 1 l /2

nlw

Nc
1

Ns1

O
x

dO2

dO1 O

lw/2

as

w
2

3 σs < fyd

Ns2

Ns3

O

lw-x

dO2

dO3

bw

s yd

( )xk2/lNdNdNdNM wc3O3s2O2s1O1sRd +−+++=

per sezione rettangolare, κ = 0.416 



Esempio 2Esempio 2
armatura in zona tesa non snervata ?

P t  30 400 C l t  C25/30Parete 30x400 Calcestruzzo C25/30
30 ∅ 12 Acciaio B450C 
A  33 9 cm2 N  10000 kNAs,tot= 33.9 cm2 NEd= -10000 kN
as = 8.48 cm2/m MEd=  4500 kNm

Procedura:
1 – individuazione dell’asse neutro

(si ipotizza che l’armatura è snervata sia in zona tesa che 
in zona compressa, si controlla se è vero e in caso 
contrario si passa all’equazione di secondo grado)contrario si passa all equazione di secondo grado)

2 - determinazione del momento resistente
3 f t  t  M  M3 - confronto tra MEd e MRd

Vedere foglio Excel “Flessione composta”



Esempio 2Esempio 2
individuazione dell’asse neutro

S  l’ t  t  è t• Se l’armatura tesa è snervata
Nfla

x Edydws ==

cm9.275mm275910100003.39140048.8

fbfa2
x

11

3

cdwyds

==
×+××

=

=
β+

=

cm9.275mm2759
101.143081.0103.39148.82 11 ×××+××× −

Con questa posizione dell’asse neutro:

cm9146=9275×86.1=x=x ydε

cm400cm8.4229.1469.275xx y >=+=+
L’armatura tesa 
non è snervata

cm9.146=9.275×
5.3

=x=x
cu

y ε



Esempio 2Esempio 2
individuazione dell’asse neutro

Ri l d  l’ i  di d  d  i tti• Risolvendo l’equazione di secondo grado si ottiene

cm0.276x =

Con questa posizione dell’asse neutro:

33
cu

w
s 1057.1105.3

0.276
0.276400

x
xl −− ×=××

−
=ε

−
=ε

861ε

cm400cm942291460276xx >++

cm9.1460.276
5.3

86.1xx
cu

yd
y =×=

ε

ε
=

 dunque adesso la posizione dell’asse neutro è corretta

cm400cm9.4229.1460.276xx y >=+=+

… dunque adesso la posizione dell asse neutro è corretta



Esempio 2Esempio 2
calcolo del momento resistente

Si h• Si ha:

kN4950110/114027630810fxbN −=×××−=β−=

( ) kN4.42810/3.3911.12948.8fxxaN ydys1s −=××−=−−=

kN4.950110/1.140.2763081.0fxbN ydwc =×××=β=

( ) ydy

kN9.24310/3.3919.14648.85.0fxa
2
1N ydys2s −=×××−==

MPa2.3303.391
861
57.1fyd

s
s =×=

ε
=σ

2 ydys2s

86.1
fyd

yd
s ε

( ) kN717310/2330012448850xla1N 3 =×××−=σ−−= ( ) kN7.17310/2.3300.12448.85.0xla
2

N sws3s ×××σ



Esempio 2Esempio 2
calcolo del momento resistente

Si h• Si ha:

cm51354001.1290.276lxx
d wy −−−−

cm5.135
22

d y
1O −===

4002l2 cm0.22
2

4009.146
3
20.276

2
lx

3
2xd w

y2O −=−−=−−=

cm7.158
3

0.276
6

400
3
x

6
ld w

3O =+=+=

( )
kN99002

xk2/lNdNdNdNM wc3O3s2O2s1O1sRd =+−+++=

kNm9.9002= la sezione è verificata



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
con armatura diffusa - formule approssimate 

È ibil  tili  f l  i t  È possibile utilizzare formule approssimate 
(vedi: A. Ghersi, Il cemento armato, 2010, pag. 306 e seguenti; 
A. Ghersi, P. Lenza, Edifici antisismici in c.a., 2009, pag. 217-218)

⎥
⎤

⎢
⎡ ν+

+
m

max,cMRd NN
1)MM(M

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ +ν

−+=
max,smax,cM

,
max,smax,cRd NN

1)MM(M

L’espressione generale è modificata tenendo conto che:
• L’armatura diffusa lungo tutta la parete fornisce un ff g p f

contributo flessionale ridotto a circa il 40% rispetto al 
caso di armatura concentrata agli estremi 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
con armatura diffusa - formule approssimate 

F l  lifi t   l  di t  (di i  Formule semplificate  nel caso di parete (di sezione 
bw lw) con armatura diffusa

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ν
ν+

−+=
m

maxsmaxcM

max,cMRd
max,smax,cRd NN

NN
1)MM(M

⎥⎦⎢⎣ +ν max,smax,cM NN

cdwwmax,c flbN = ydpar,smax,s fA2N =

cd
2
wwmax,c flb12.0M = ydwpar,smax,s flA4.0M =

N  48.0M =ν 2m =
Nota: 
per armatura diffusa meglio 
usare sempre m=2 

con As.par = armatura distribuita (lungo un lato della parete)



Confronto per armatura diffusaConfronto per armatura diffusa
formula approssimata – valori esatti

S i  t   i• Sezione usata come esempio:
differenze tra formula approssimata (in rosso) e 
valori esatti (in nero)valori esatti (in nero)



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
con armatura concentrata - formule approssimate 

È ibil  tili  f l  i t  È possibile utilizzare formule approssimate 
(vedi: A. Ghersi, Il cemento armato, 2010, pag. 306 e seguenti; 
A. Ghersi, P. Lenza, Edifici antisismici in c.a., 2009, pag. 217-218)

⎥
⎤

⎢
⎡ ν+

+
m

max,cMRd NN
1)MM(M

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ +ν

−+=
max,smax,cM

,
max,smax,cRd NN

1)MM(M

L’espressione generale è modificata tenendo conto che:
• L’armatura concentrata è disposta in un tratto 0.2 lw



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
con armatura concentrata - formule approssimate 

F l  lifi t   l  di t  (di i  Formule semplificate  nel caso di parete (di sezione 
bw lw) con armatura concentrata in 0.2 lw

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ν
ν+

−+=
m

maxsmaxcM

max,cMRd
max,smax,cRd NN

NN
1)MM(M

⎥⎦⎢⎣ +ν max,smax,cM NN

cdwwmax,c flbN = ydestr,smax,s fA2N =

cd
2
wwmax,c flb12.0M = ydwestr,smax,s flA8.0M =

1
48.0M =ν

max,cmax,s N/N21
11m

+
+=

con As.estr = armatura all’estremità (nel singolo estremo)



Confronto per armatura concentrataConfronto per armatura concentrata
formula approssimata – valori esatti

S i  30 400   A 2%• Sezione 30x400, con As,estr=2%:
differenze tra formula approssimata (in rosso) e 
valori esatti (in nero)valori esatti (in nero)



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
con armatura concentrata e distribuita

È ibil  tili  f l  i t  È possibile utilizzare formule approssimate 
(vedi: A. Ghersi, Il cemento armato, 2010, pag. 306 e seguenti; 
A. Ghersi, P. Lenza, Edifici antisismici in c.a., 2009, pag. 217-218)

⎥
⎤

⎢
⎡ ν+

+
m

max,cMRd NN
1)MM(M

⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ +ν

−+=
max,smax,cM

,
max,smax,cRd NN

1)MM(M

L’espressione generale è modificata tenendo conto che:
• L’armatura concentrata è disposta in un tratto 0.2 lw

’  d ff  è d  l  l   l• L’armatura diffusa è disposta nel tratto centrale 0.6 lw



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
con armatura concentrata e distribuita

F l  lifi t   l  di t   Formule semplificate  nel caso di parete con 
armatura diffusa

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ν
ν+

−+=
m

maxsmaxcM

max,cMRd
max,smax,cRd NN

NN
1)MM(M

⎥⎦⎢⎣ +ν max,smax,cM NN

ydestr,smax,es fA2N =− ydpar,smax,ps fA2N =−cdwwmax,c flbN =

ydwestr,smax,es flA8.0M =−

1

y

ydwpar,smax,ps flA2.0M =−cd
2
wwmax,c flb12.0M =

con A = armatura all’estremità (nel singolo estremo)

48.0M =ν
max,cmax,es N/N21

11m
−+

+=

con As.estr = armatura all estremità (nel singolo estremo)
As.par = armatura nel tratto 0.6 lw della parete (su un lato)



Confronto per armatura concentrataConfronto per armatura concentrata
formula approssimata – valori esatti

S i  30 400   A 2%  t  • Sezione 30x400, con As,estr=2% e armatura 
distribuita 12∅16:
differenze tra formula approssimata (in rosso) e differenze tra formula approssimata (in rosso) e 
valori esatti (in nero)



Progetto della sezioneProgetto della sezione
a flessione composta

Ali t  di t  t t  d l l t  i  • Aliquota di momento portata dal calcestruzzo, in 
funzione di NEd

⎤⎡ 2

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ν
ν+

−=
2

maxcM

max,cMRd
max,c)N,c(Rd N

NN
1MM

⎥⎦⎢⎣ ⎠⎝ max,cM

ccEd AN σ= 5.0M ≅νcdwwmaxc flbN =cd
2
wwmaxc flb12.0M = ccEd M

c
2
ww

d

c
max,c)N,c(Rd lb48.0

f
4MM σ=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ σ
≅cdc fse <<σ

cdwwmax,ccdwwmax,c

cdf ⎦⎣

)Nc(Rd lb3lb60
Mwc l2.0l =

ccwcww
)N,c(Rd lb3lb6.0

z
σ=σ≅

wl8.0z =



Progetto della sezioneProgetto della sezione
a flessione composta

Ali t  di t  h  d  t  l’ t• Aliquota di momento che deve portare l’armatura
MMM

N )N,c(RdEd)s(Rd
s

−
== ccw

)N,c(Rd lb3
M

con σ≅
zz

Ns ccwz

ydcwydss flbfAN ρ== s

lb
A

=ρ Percentuale di 
armatura cerchiata

)3f(lb160

)lb3flb(l8.0M
2

ccwydcwwEd =σ+ρ=

cw lb

)3f(lb16.0 cyd
2
ww σ+ρ=

• Formula di progetto

EdMrl =
1rcon s =

p g

w
sw b

rl = )3f(16.0
rn

cyd
s

σ+ρ



Progetto della sezioneProgetto della sezione
a flessione composta

F l  di tt• Formula di progetto

EdMl
w

Ed
sw b

Mrl =

• Valori consigliati
di di rs

MPa2per ≅σ

022.0018.0r
MPa2per

s

c

÷=

≅σ



Progetto della sezioneProgetto della sezione
a flessione composta - esempio

S i  tt   • Sezione soggetta a 
MEd = 18000 kNm, NEd = -2500 kNm (compressione)

– Data l’entità dello sforzo normale si può pensare che 
sia σc ≅ 2 MPa
P    0 022  b  0 30  – Provo con rs = 0.022 e bw = 0.30 m 

395180000220Ml Ed m39.5
30.0

18000022.0
b
Mrl

w

Ed
sw ===

l  l  5 50 – Scelgo lw = 5.50 m

– In questo modo ho σ = 1 52 MPa  un po’ meno di 2 MPa  In questo modo ho σc = 1.52 MPa, un po  meno di 2 MPa  
ma dovrebbe andare bene lo stesso



Progetto dell’armaturaProgetto dell armatura
a flessione composta

Si  t• Si suppone assegnata:
– la dimensione della sezione

l’ t  di t  l t tt  t l  (   – l’armatura disposta nel tratto centrale (se non 
impegnata per altre sollecitazioni)

• Si calcola il momento flettente che può portare il 
calcestruzzo e l’armatura del tratto centralecalcestruzzo e l armatura del tratto centrale

• Si calcola l’armatura di estremità necessaria per 
 l    l  flportare la restante parte del momento flettente



Progetto dell’armaturaProgetto dell armatura
a flessione composta

M t  fl tt t  h  ò t  il l t• Momento flettente che può portare il calcestruzzo

⎥
⎤

⎢
⎡ ⎞

⎜
⎛ ν+

2

MRd NN
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ν
ν+

−=
max,cM

max,cMRd
max,c)N,c(Rd N

NN
1MM

2 5.048.0M ≅=νcdwwmax,c flbN =cd
2
wwmax,c flb12.0M =

• Momento flettente che può portare l’armatura del 
tratto centraletratto centrale

ydwpar,s)ps(Rd flA2.0M =−



Progetto dell’armaturaProgetto dell armatura
a flessione composta

A t  di t ità i• Armatura di estremità necessaria

)ps(Rd)Nc(RdEd MMM
A

−−

ydw

)ps(Rd)N,c(RdEd
estr,s fl8.0

A −=



Progetto dell’armaturaProgetto dell armatura
a flessione composta - esempio

S i  tt   • Sezione soggetta a 
MEd = 18000 kNm, NEd = -2500 kNm (compressione)

H  l  d     30 550  • Ho scelto di usare una sezione 30x550 con 
armatura di parete ∅12/25 (14.7 cm2 per lato)

kN234301021455030flbN 1−

– Momento flettente portato dal calcestruzzo

kN23430102.1455030flbN 1
cdwwmax,c =×××==

kNm15464102.145503012.0flb12.0M 32
cd

2
wwmax,c =××××== −

kNm6111
N

NN
1MM

2
max,cMRd

max,c)N,c(Rd =
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ν
ν+

−=
N max,cM

),( ⎥⎦⎢⎣ ⎠
⎜
⎝ ν



Progetto dell’armaturaProgetto dell armatura
a flessione composta - esempio

S i  tt   • Sezione soggetta a 
MEd = 18000 kNm, NEd = -2500 kNm (compressione)

H  l  d     30 550  • Ho scelto di usare una sezione 30x550 con 
armatura di parete ∅12/25 (14.7 cm2 per lato)

– Momento flettente portato dalle barre di parete

flA20M

kNm633103.3915507.142.0

flA2.0M
3

ydwpar,s)ps(Rd

=××××=

==
−

−



Progetto dell’armaturaProgetto dell armatura
a flessione composta - esempio

S i  tt   • Sezione soggetta a 
MEd = 18000 kNm, NEd = -2500 kNm (compressione)

H  l  d     30 550  • Ho scelto di usare una sezione 30x550 con 
armatura di parete ∅12/25 (14.7 cm2 per lato)

– Armatura necessaria

MMM

ydw

)ps(Rd)N,c(RdEd
estr,s fl8.0

MMM
A =

−−
= −

2cm4.6510
3.39150.58.0

633611118000
=×

××
−−

=

Zona cerchiata 30x110; l’armatura è l’1.98%



Progetto dell’armaturaProgetto dell armatura
a flessione composta - esempio

Il f t  l  EC2 f  l  • Il confronto col programma EC2 conferma la 
correttezza del progetto


