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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta

Bisogna individuare con quale diagramma di deformazione 

MEd ≤ MRd (NEd)

Bisogna individuare con quale diagramma di deformazione 
la sezione raggiunge lo stato limite ultimo

Sezione parzializzata
cu

Sezione tutta compressa

n

x
c2n

c,min

N.B. La sezione della parete è sempre parzializzata perché 
il momento flettente è grande



Verifica a flessione composta

f

Verifica a flessione composta
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fcd
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c
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b

DDati:
Geometria della sezione
Armature

Incognite:
Posizione dell’asse neutro
Momento resistente MRdrmatur

Coppia MEd-NEd

Mom nto r s st nt  MRd
corrispondente a NEd



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
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Per trovare l’asse neutro: Nc + N’s + Ns = NEd
(equilibrio alla traslazione)

E poi calcolare MRd, con equilibrio alla rotazione



Risultante delle tensioni, armatura compressaRisultante delle tensioni, armatura compressa
(sezione parzializzata)
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Risultante delle tensioni, armatura tesaRisultante delle tensioni, armatura tesa
(sezione parzializzata)
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Risultante delle tensioni nel calcestruzzoRisultante delle tensioni nel calcestruzzo
(sezione parzializzata)
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Nc = -  b x fcd

per sezione rettangolare,  = 0.810 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta

Per sezione rettangolare, parzializzata e con armature 
s t  si tti  ’ i  di i  d  h  h  snervate, si ottiene un’equazione di primo grado che ha 
come soluzione

Edydss Nf)'AA( 

cd

Edydss

fb
x




NEd positivo se trazione

altrimenti si può risolvere per tentativi l’equazione:

Nc + N’s + Ns = NEd



Momento resistenteMomento resistente
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Si determina imponendo 
l’equilibrio alla rotazione

MRd = (Ns- N’s) (h/2 – c) 
- Nc (h/2-  x )q

(rispetto al baricentro della 
sezione) per sezione rettangolare,  = 0.416 



Cosa cambia per una parete?

f

Cosa cambia per una parete?

fcu fcd


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In linea di principio non cambia nulla ma il 
procedimento è più oneroso perché le armature 
sono tante



Cosa cambia per una parete?

f

Cosa cambia per una parete?
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Si ò s  d ’ t  dist ib it   Si può pensare ad un’armatura distribuita con 
continuità lungo la sezione

siA
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a 



Verifica a flessione composta

f

Verifica a flessione composta
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DDati:
Geometria della sezione
Armature

Incognite:
Posizione dell’asse neutro
Momento resistente MRdrmatur

Coppia MEd-NEd

Mom nto r s st nt  MRd
corrispondente a NEd



Verifica a flessione composta

f

Verifica a flessione composta
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Per trovare l’asse neutro: Imporre equilibrio alla traslazione

E poi calcolare MRd, con equilibrio alla rotazione



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta

ff fyd

s

fyd

s
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x

s < fyd

as

Possono verificarsi due casi:

s yd

Possono verificarsi due casi:
- L’armatura è snervata sia in zona tesa che in zona 

compressacompressa
- L’armatura tesa è tutta in campo elastico



Verifica a flessione composta

f

Verifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)

cu fcd
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Nc = -  b x fcd

per sezione rettangolare,  = 0.810 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)
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xy si può esprimere in funzione di x
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



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)

f
cu



fyd

s
Ns1

1 d2

n

x

lw

2 Ns2
yd

xy

x
as

lw
3

4
Ns3

Ns4

lw-x yd

xy

bw

Ns4

ydys2 fxa
2
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)
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L  i i  d ll’   i i  i l d  La posizione dell’asse neutro si ricava risolvendo 
l’equazione:

Ed4s1sc NNNN 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)

La posizione dell’asse neutro si ricava risolvendo 
l’ i :l’equazione:

Ed41 NNNN 

che fornisce:

NEd positivo se trazioneEd4s1sc NNNN 

che fornisce:

Edydws Nfla 

cdwyds

Edyd

fbfa2
x






Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata in zona tesa e compressa)

ff fyd
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



per sezione rettangolare,  = 0.416 



Esempio 1Esempio 1
(armatura snervata in zona tesa e compressa)

P t  20 400 C l t  C25/30Parete 20x400 Calcestruzzo C25/30
30  12 Acciaio B450C 
A = 33 9 cm2 N = 2000 kNAs,tot= 33.9 cm2 NEd= -2000 kN
as = 8.5 cm2/m MEd= 4500 kNm

Procedura:

1 – individuazione dell’asse neutro1 individuazione dell asse neutro
(si ipotizza che l’armatura è snervata sia in zona tesa che 
in zona compressa, si controlla se è vero e in caso 
contrario si passa all’equazione di secondo grado)contrario si passa all equazione di secondo grado)

2 - determinazione del momento resistente

3 - confronto tra MEd e MRd Vedere foglio Excel “VerificaParete01”



Esempio 1Esempio 1
(determinazione dell’asse neutro)

Se l’armatura compressa è snervata:

Nfl

cdwyds

Edydws

fbfa2
Nfla

x



 13

3

101.142081.0103.3915.82
2000103.3914005.8












Esempio 1Esempio 1
(determinazione dell’asse neutro)

Se l’armatura compressa è snervata:

Nfl

cdwyds

Edydws

fbfa2
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x



 cm5.112

Con questa posizione dell’asse neutro:

33
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w
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5.112400

x
xl  







Poiché s > yd (1.86x10-3) la posizione trovata è esatta



Esempio 1Esempio 1
(determinazione dell’asse neutro)
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Nota: l’armatura in zona tesa è snervata se x+xy < lw

cm859511286.1xx yd
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y
y 






Esempio 1Esempio 1
(determinazione dell’asse neutro)

Nota: l’armatura in zona tesa è snervata se x+xy < lw

cm9.595.112
5.3

86.1xx
cu

yd
y 






… si calcola:

cm3.1728.595.112xx y 

Poiché x + xy < lw (400 cm) la posizione trovata è esatta



Esempio n. 1Esempio n. 1
(calcolo del momento resistente)

)d2/l(N)d2/l(N)d2/l(NM 

 xk2/lN)d2/l(N
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


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23 NN  kN4.99

kN675510/3391722758   ydyws4 fxxlaN kN6.75510/3.3917.2275.8 



Esempio n. 1Esempio n. 1
(calcolo del momento resistente)
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la sezione è verificata
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata solo in zona compressa)
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xy ed Nc si calcolano come nel caso precedente

xx yd
 Nc = -  b x fcdxx
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y 
 c  cd

per sezione rettangolare,  = 0.810 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata solo in zona compressa)
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N1 e d1 si calcolano come nel caso precedente

y 21



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata solo in zona compressa)

f
cu



fyd

s N 1 d2

n
x

lw

1

 d

Ns1

as

lw
2

3lw-x

yd
xy

s < fyd

Ns2

Ns3

bw

s yd

ydys2 fxa
2
1N  y2 x

3
2xd 

N2 e d2 si calcolano come nel caso precedente
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata solo in zona compressa)
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Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata solo in zona compressa)

f ffcd fyd

N 1

 x

nlw

Nc
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1
s
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L  i i  d ll’   i i  i l d  

s yd

La posizione dell’asse neutro si ricava risolvendo 
l’equazione:

Ed3s2s1sc NNNNN 



Verifica a flessione compostap
(armatura snervata solo in zona compressa)

... che con qualche passaggio diventa:

0fla
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
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cucucucu   



Verifica a flessione compostap
(armatura snervata solo in zona compressa)

... oppure:

con:

0CxBxA 2 

con:

cd
yd

wyd
ydyd

s fbf
2

1
2
1aA


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
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



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 




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s 22 





 


 





 

 yd NflaB 



 

 Ed
cu

ydws NflaB

2 fla1C  ydws fla
2

C 



Verifica a flessione compostaVerifica a flessione composta
(armatura snervata solo in zona compressa)

f ffcd fyd

s N 1
d1

nlw

Nc
1

Ns1

O
x

d2

as

lw
2

3 s < fyd

Ns2

Ns3

O

lw-x d3

)d2/l(N)d2/l(NM
bw

s yd 3

 xk2/lN)d2/l(N
)d2/l(N)d2/l(NM

wc2w2s

1w1s3w3sRd





per sezione rettangolare,  = 0.416 



Esempio 2Esempio 2
(armatura tesa in campo elastico?)

P t  20 400 C l t  C25/30Parete 20x400 Calcestruzzo C25/30
30  12 Acciaio B450C 
A = 33 9 cm2 N = 8000 kNAs,tot= 33.9 cm2 NEd= -8000 kN
as = 8.5 cm2/m MEd= 4500 kNm

Suppongo l’armatura snervata in zona tesa e 
compressa)

Edydws

fbfa2
Nfla

x



 13

3

1011420810103391582
8000103.3914005.8









cdwyds fbfa2  101.142081.0103.3915.82 

315 2 315.2 cm
Vedere foglio Excel “VerificaParete02”



Esempio 2Esempio 2
(determinazione dell’asse neutro)

Se l’armatura compressa è snervata:

Nfl
cm2.315

fbfa2
Nfla

x
cdwyds

Edydws 





Con questa posizione dell’asse neutro:

33
cu

w
s 1094.0105.3

2.315
2.315400

x
xl  







cm7.4822.315
5.3

86.12.315xxxx
cu

yd
y 






cu

L’armatura tesa non è snervata



Esempio 2Esempio 2
(determinazione dell’asse neutro)

Risolvendo l’equazione di secondo grado si ottiene

cm8.317x 

   d ll’  Con questa posizione dell’asse neutro:

33w 1091010538.317400xl  





 33
cu

w
s 1091.0105.3

8.317x


7486831786.18317yd
cm7.4868.317

5.3
8.317xxxx

cu

yd
y 




 d  d  l  i i  d ll’  t  è tt… dunque adesso la posizione dell’asse neutro è corretta



Esempio n. 2Esempio n. 2
(calcolo del momento resistente)

)d2/l(N)d2/l(N)d2/l(NM
 xk2/lN

)d2/l(N)d2/l(N)d2/l(NM

wc

2w2s1w1s3w3sRd





ydwc fxbN  kN4.729210/1.148.3172081.0 

  ydys1 fxxaN  kN2.49310/3.3916.1485.8 

1 kN4.9910/3.3919.595.85.0 

1

ydys2 fxa
2
1N 

910

  sws3 xla
2
1N  kN7.28010/2.1902.825.85.0 

MPa2.1903.391
86.1
91.0fyd

yd

s
s 








Esempio n. 2Esempio n. 2
(calcolo del momento resistente)

)d2/l(N)d2/l(N)d2/l(NM 

 xk2/lN)d2/l(N
)d2/l(N)d2/l(N)d2/l(NM

wc2w2s

1w1s4w4s3w3sRd





kNm9.5665

è

2
xx

d y
1


 cm3.74

2
2.1698.317





la sezione è verificata

2

y2 x
3
2xd 

2

cm0.2052.169
3
28.317 y2 3

3
xld w

3




3

cm4.27
3

8.317400





33 3



Parete con armatura non uniformeParete con armatura non uniforme

f fcu



fcd

c

fyd

s

lw n

x

lw

as

bw

L  l i i liti h   il l l  d ll  si i  L  l i i liti h   il l l  d ll  si i  Le relazioni analitiche per il calcolo della posizione 
dell’asse neutro e del momento resistente diventano 
complesse

Le relazioni analitiche per il calcolo della posizione 
dell’asse neutro e del momento resistente diventano 
complesse  ma si può operare per via numericacomplessecomplesse, ma si può operare per via numerica

Vedere foglio Excel “VerificaParete”



Parete con armatura non uniformeParete con armatura non uniforme

fcu



fcd

c  x

lw n

x Nc

lw

as

bw

Si i ti   l  di 
Nc = -  b x fcd

Si ipotizza un valore di x

per sezione rettangolare:  = 0.810 
k = 0.416



Parete con armatura non uniformeParete con armatura non uniforme

f fcu

i

fcd

c

fyd

si

F

lw n

x Fsi

lw

as

bw

Si di id  l’ t  i  fib  di i  lSi di id  l’ t  i  fib  di i  l  i Si divide l’armatura in fibre di ampiezza lwSi divide l’armatura in fibre di ampiezza lw e si 
determina la forza agente su ciascuna fibra si

lF  siwssi laF 



Parete con armatura non uniformeParete con armatura non uniforme

f fcu

i

fcd

c

fyd

si

lw n

x

lw

as

bw

L  si i  d ll’ ss  t  è tt  sLa posizione dell’asse neutro è corretta se

Edsiwsic NlaN  E



Parete con armatura non uniformeParete con armatura non uniforme

f fcu

i

fcd

c

fyd

si
dsi

F

lw n

x Fsi

Olw

as

O

bw

Il t  sist t  lIl momento resistente vale

   xk2/lNd2/lNM wcsiwsiRd      /N/NM wcsiwsiRd 



Come distribuire l’armatura lungo la g
parete?

Asi

lw

Asi

lwlw lw

bw bw

- Distribuita uniformemente

- Concentrata prevalentemente alle estremità- Concentrata prevalentemente alle estremità



Distribuzione dell’armatura e
proprietà della parete

R i tResistenza
Capacità di portare momento flettente

rapporto tra curvatura ultima e curvatura allo 
Duttilità
rapporto tra curvatura ultima e curvatura allo 
snervamento dell’armatura tesa
N.B. è indispensabile in zona sismica

Quale influenza ha il modo di distribuire l’armatura 
lungo la parete su queste proprietà?

Studio di Cardenas e Magura, 1973

lungo la parete su queste proprietà?



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura

Riproduce (analiticamente) il comportamento della Riproduce (analiticamente) il comportamento della 
parete sotto l’effetto di un momento flettente 
crescente fino al collasso per valutarep
- Momento resistente

Duttilità disponibile- Duttilità disponibile

Considera sezioni con diverse quantità d’armatura

Considera due distribuzioni di armature

Considera sezioni con diverse quantità d armatura

Considera due distribuzioni di armature
- Distribuita uniformemente

C  l  ll  à- Concentrata prevalentemente alle estremità



Studio di Cardenas e Magurag
(procedura)

Il momento cresce fino al collasso

lw
M

Sforzo normale nullo

as

lw

bw=20 cm, lw=500 cm

bw


Legami -
c

yu

s


yu

Materiali:
Calcestruzzo C25/30
Acciaio



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
(procedura)

n
x

c

 c s

lw
M

n

as

lw

bw

- determino x con equilibrio alla traslazione;
– assegno c;

- calcolo il momento M corrispondente.
q



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
(procedura)

n
x

c

 c s

lw
M

n

as

lw

bw
20000

25000
M (kNm)

– calcolo =c/x
10000

15000

0

5000

0 20 40 60 80 (m-1x10-4)



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
(legame momento-curvatura)

ff

n x

cu

 c

fydfcd

s

c

lw
M

as

lw

bw
20000

25000
M (kNm)

As=0.25% bw lw

– calcolo =c/x
10000

15000

– faccio crescere c fino 
0

5000

0 20 40 60 80 (m-1x10-4)

f c f
al valore cu=3.5x10-3



Studio di Cardenas e MaguraStudio di Cardenas e Magura
(influenza della distribuzione di armatura)

bw

20000

25000
M (kNm)

3.0%As uniformemente 
distribuita lungo la sezione

5000

10000

15000

0 25%0.50%
1.0%

2.0%
u ung z n

lw

0

5000

0 20 40 60 80 (m-1x10-4)

0.25%

M (kN ) 3 0%

20000

25000
M (kNm)

2.0%

3.0%As =0.25%bwlw
uniformemente distribuita0.1 lw

5000

10000

15000

0 25%0.50%
1.0%

Il resto di As concentrato 
agli estremi0.1 lw

0
0 20 40 60 80 (m-1x10-4)

0.25%



Studio di Cardenas e Magurag
(influenza della distrubuzione di aramatura)

M/M
bw

10

12

M/Mu,0.25%

3.0%
As uniformemente 
distribuita lungo la sezione

2

4

6

8

0 25%0.50%
1.0%

2.0%
u ung z n

lw

0

2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0/u,0.25%

0.25%0.50%

M/M 0 25%

8

10

12

M/Mu,0.25%

2.0%

3.0%As =0.25%bwlw
uniformemente distribuita0.1 lw

2

4

6

8

0 25%
0.50%

1.0%
Il resto di As concentrato 
agli estremi0.1 lw

0

2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0/u,0.25%

0.25%



ConsiderazioniConsiderazioni

A t   di t ib i  if

Aumentando la quantità di armatura si aumenta il 

Armatura con distribuzione uniforme

momento resistente ma si riduce pesantemente la 
duttilità

Armatura prevalentemente alle estremità
A parità di armatura complessiva si ottiene un A parità di armatura complessiva si ottiene un 
momento resistente superiore a quella precedente

All’aumentare della quantità di armatura la riduzione All aumentare della quantità di armatura la riduzione 
di duttilità disponibile è inferiore



Prescrizioni sui dettagli costruttivig

lw

l =0 2 l ≥ 1 5b l =0 2 l ≥ 1 5bl
As =1-4% bw lc

bw

lc =0.2 lw ≥ 1.5bw lc =0.2 lw ≥ 1.5bwlnc

As ≥ 0.2% bw lnc

NTC 08, punto 7.4.6.2.4



Prescrizioni sulle armature

lw

As =1-4% bw lc

w

lc =0.2 lw lc =0.2 lwlnc =0.6 lw

bw

As ≥ 0.2% bw lnc

Durante il sisma la compressione che le zone 
confinate della parete devono sostenere 
i li t  è l tciclicamente è elevata



Instabilità delle barre

27-02-2010 , Cile Foto P.  Fajfar



Le staffe si possono aprire o rompere p p p

27-02-2010 , Cile Foto P.  Fajfar



Disgregamento del nucleo di calcestruzzog g

27-02-2010 , Cile Foto P.  Fajfar



Prescrizioni sui dettagli costruttivig

l

As =1-4% bw lc

lw

lc =0.2 lw lc =0.2 lwlnc =0.6 lw
As 1 4% bw lc

bw

As ≥ 0.2% bw lnc

L’instabilità delle barre delle zone confinate e la 
disgregazione del nucleo di calcestruzzo può essere 
evitata disponendo una staffatura adeguata

NTC 08, punto 7.4.6.2.4



Quale parte della parete deve Q p p
soddisfare queste prescrizioni?

Le prescrizioni valgono per la “zona critica” della 
parete

Zona critica
È quella parte della parete che sarà interessata È quella parte della parete che sarà interessata 
dalle deformazioni plastiche, ovvero …

 la porzione di parete di altezza h… la porzione di parete di altezza hcr
al di sopra dell’incastro

 l h
hcr = max







6
h
l

w

w

hcr

hw

NTC 08, punto 7.4.6.1.4

 6
lw

cr



Quale parte della parete deve Q p p
soddisfare queste prescrizioni?

Le prescrizioni valgono per la “zona critica” della 
parete

Zona critica
È quella parte della parete che sarà interessata È quella parte della parete che sarà interessata 
dalle deformazioni plastiche, ovvero …

 la porzione di parete di altezza h… la porzione di parete di altezza hcr
al di sopra dell’incastro

h h

hcr

hw

hcr <






piani2

piano1

h
h per edifici fino a 6 piani

edifici con più di 6 piani

NTC 08, punto 7.4.6.1.4 lw

cr p an p p



Domini M-N
per flessione composta rettaper flessione composta retta



D mini di sist nDomini di resistenza

Dominio di resistenza, 
o curva di interazione

insieme delle coppie M-N 
per cui εmax è uguale a εcu

= p max g cu

Per ricavare una coppia M N del dominioPer ricavare una coppia M-N del dominio
si assegna un diagramma
di ε di σ

si calcolano 
M ed N

cuc 

 dAN

di ε di σ M ed N
cdc f

0 2 l

 dAyM

0.2 lw

0.2 lw



D mini di sist nDomini di resistenza

Dominio di resistenza, 
o curva di interazione

insieme delle coppie M-N 
per cui εmax è uguale a εcu

= p max g cu

Per ricavare una coppia M N del dominioPer ricavare una coppia M-N del dominio
si calcolano 

M ed N
M

 dAN

M ed N

 dAyM
N

e si riporta la coppia 
M – N nel diagramma



D mini di sist nDomini di resistenza

Dominio di resistenza, 
o curva di interazione

insieme delle coppie M-N 
per cui εmax è uguale a εcu

= p max g cu

Ripetendo con tutti i possibili diagrammi Ripetendo con tutti i possibili diagrammi …
M

si ottiene il 
dominio 

l tcompleto
N



Verifica con domini di resistenza f

1. Si costruisce il dominio di resistenza della sezione

2  Si i t  il t  di di t  M N l d i i2. Si riporta il punto di coordinate MEd-NEd sul dominio

MEd
V ifi t

M

N

Verificato

NNEd N



Verifica con domini di resistenza f

1. Si costruisce il dominio di resistenza della sezione

2  Si i t  il t  di di t  M N l d i i2. Si riporta il punto di coordinate MEd-NEd sul dominio

MEd Non MEd Non 
VerificatoM

N NNEd N



Domini di resistenza e progetto armaturap g

Cambiando l’armatura, si ottengono tanti diagrammi

 0  0Asw = 0

10000

15000M
Asw = 0.2%

Asc = 0

Asc = 0.2%

% %
5000

Asw = 0.2% Asc = 1.0%

Asw = 0.2% Asc = 2.0%

*5000

-15000-1000-50005000 N
Asw = 0.2% Asc = 3.0%

Asw = 0.2% Asc = 4.0%

-15000

-10000 bw =20 cm, lw = 400 cm
l = 80 cm-15000 lc = 80 cm



Domini di resistenza e progetto armaturap g

1. Si riporta il punto di coordinate MEd-NEd sul dominio

2. Si costruisce il dominio della sezione con l’armatura 
minimaminima

15000M Asw = 0 Asc = 0
3. Si aumenta l’armatura delle zone confinate

MEd
10000

M sw

Asw = 0.2%
sc

Asc = 0.2%

Asw = 0.2% Asc = 1.0%

N

5000
sw sc

Asw = 0.2% Asc = 2.0%

Asw = 0.2% Asc = 3.0%NEd
*5000

-15000-1000-50005000 N
Asw  0.2% Asc  3.0%

N.B. Le dimensioni della 

-15000

-10000
m

sezione sono assegnate


