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4 – Rottura “duttile”. Controllo in termini di deformazioni

Analisi lineare con forze non ridotte
e analisi statica non lineare

• La prima è un’approssimazione della seconda (ed ha 
limiti di applicabilità)

• L’una e l’altra consentono di valutare il 
comportamento della struttura al crescere 
dell’azione sismica ed a valutare quando si 
raggiungono i limiti corrispondenti allo SL di 
interesse

• Se la struttura ha collasso fragile per accelerazioni 
non elevate, il suo comportamento può (deve?) 
essere valutato con analisi lineare

Controllo in termini di deformazioni

Cosa significa ?

• Durante il terremoto la struttura và in campo 
plastico
– Le caratteristiche di sollecitazioni non possono 

crescere oltre un certo limite
– Si hanno deformazioni plastiche; la rottura avviene 

per superamento della deformazione plastica
(rotazione delle cerniere plastiche)

• Occorre prevedere e controllare l’entità delle 
deformazioni plastiche

Controllo in termini di deformazioni
problemi di base

Problemi concettuali:
• Scelta di modelli per il legame costitutivo del 

materiale
• Definizione dell’ampiezza della cerniera plastica
• Valutazione corretta del comportamento in 3D 

(interazione N-Mx-My e relative curvature)

Controllo in termini di deformazioni
problemi di base

Problemi operativi:
• Solo l’analisi dinamica non lineare fornisce le 

rotazioni plastiche per un dato sisma; ma:
– quali e quanti accelerogrammi usare ?

• Una analisi statica non lineare fornisce rotazioni 
plastiche; ma queste: 
– corrispondono a quelle ottenute dall’analisi dinamica ?
– e a quale valore di ag corrispondono ?

• Una analisi lineare (modale) non fornisce rotazioni 
plastiche; come fare a prevederle ?



Controllo in termini di deformazioni
considerazioni

• Le travi hanno molto spesso una buona duttilità, 
anche se non progettate espressamente per questo
Problemi per:
– Strutture irregolari (campate molto corte, schemi on 

forti rotazioni planimetriche) perché portano alla 
plasticizzazione precoce di qualche elemento

– Sezioni sottodimensionate con armatura tesa molto 
forte e armatura compressa quasi inesistente

– Sezioni non ben armate per carichi verticali
– Difetti di esecuzione e deterioramento nel tempo

Se non si verificano queste condizioni le travi 
potrebbero non dare problemi di duttilità

Controllo in termini di deformazioni
considerazioni

• I pilastri possono essere più o meno resistenti a 
flessione e duttili, in funzione dell’armatura 
disposta e del valore dello sforzo normale
Problemi particolari per:
– Strutture irregolari (pilastri molto corte, schemi on 

forti rotazioni planimetriche) perché portano alla 
plasticizzazione precoce di qualche elemento

– Pilastri con tensione media molto elevata
– Pilastri con armatura longitudinale molto bassa
– Difetti di esecuzione e deterioramento nel tempo

È opportuno concentrarsi soprattutto sui pilastri 
nella verifica di duttilità

Deformazioni dei pilastri
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Deformazioni dei pilastri
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Rotazione alla corda

• Valore limite della rotazione alla corda a collasso 
(CO, ovvero SLC):
Può essere calcolato partendo dalla rotazione della 
cerniera plastica

Non è molto agevole utilizzarla, per la complessità
nel determinare la rotazione ultima della cerniera 
plastica

Rotazione alla corda

• Valore limite della rotazione alla corda a collasso 
(CO, ovvero SLC)

– Moltiplicare per 0.85 negli elementi non dotati di 
adeguati dettagli antisismici

– Moltiplicare per 0.75 in presenza di barre lisce o 
ancoraggi non sufficienti

• Valore limite per DS (SLV):
moltiplicare per 0.75



Rotazione alla corda
esempio

Sezione 30x30 con 4Ø12, N=400 kN
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Rotazione alla corda
esempio

Sezione 30x30 con 4Ø12, N=400 kN
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Rotazione alla corda
esempio

Sezione 30x30 con 4Ø12, N=400 kN
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Rotazione alla corda
esempio

Sezione 30x30 con 4Ø12, N=400 kN
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Rotazione alla corda
esempio

Sezione 30x30 con 4Ø12, N=400 kN

Contributo delle staffe: per staffatura modesta viene circa 1

Più precisamente, in questo caso, 1.0057 – lo trascuro

Contributo di ferri piegati – non ce ne sono

Rotazione alla corda
esempio

Sezione 30x30 con 4Ø12, N=400 kN

Quindi, per DS (SLV):
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Spostamento relativo limite
di interpiano

• Se le rotazioni alla corda in testa e al piede del 
pilastro sono uguali e se si trascura la rotazione dei 
nodi si ha:

pDS,uvDS,urel hL2u ×θ=×θ=

Nell’esempio:

mm1.6332000197.0urel =×=

Nota: forse si poteva considerare, cautelativamente, l’altezza 
netta (2700 mm); questo in particolare se il programma 
di calcolo considera tratti rigidi agli estremi delle aste

Spostamento relativo limite
di interpiano

• Lo spostamento limite dipende dallo sforzo normale, 
che varia per effetto del sisma

Considerando il sisma nel verso peggiore si ha 
sempre una riduzione di spostamento limite

Spostamento relativo limite
di interpiano – direzione x

Lo 
spostamento 
limite del 
piano è
quello del 
pilastro che 
ha un limite 
più basso 

Analisi lineare
Ordinanza 3431 e Circolare 2/2/09

Analisi lineare

• Si ipotizza che gli spostamenti reali per un qualsiasi 
ag siano uguali a quelli forniti dall’analisi lineare

• Si giudica la struttura confrontando gli spostamenti 
di calcolo con quelli limite

Analisi lineare

Nota:
• La previsione dello spostamento in testa con l’analisi 

lineare è abbastanza accettabile

• Quello che può cambiare molto, e non è colto  
dall’analisi lineare, è la variazione della deformata al 
progredire della plasticizzazione:
se si forma un meccanismo di piano lo spostamento 
si concentra tutto a quel piano, con valori molto 
maggiori di quelli previsti dall’analisi lineare

Per questo motivo occorre verificare l’applicabilità
dell’analisi lineare



Applicabilità dell’analisi lineare (1)

• Calcolare per tutte le sezioni il momento resistente 
(con valori medi di fc e fy – non divisi per il fattore 
di confidenza né per il coefficiente parziale di 
sicurezza)
C = capacità

• Per un assegnato ag calcolare il momento 
sollecitante
D = domanda

• Calcolare il rapporto ρ = D / C

Applicabilità dell’analisi lineare (2)

• Esaminare tutte le sezioni in cui ρ > 2; 
tra queste:
– Trovare il minimo ρmin
– Trovare il massimo ρmax

– Calcolare il rapporto ρmax / ρmin

• L’analisi è applicabile se ρmax / ρmin ≤ 2.5

Si può trovare il valore massimo di ag per il quale 
l’analisi è applicabile

Applicabilità dell’analisi lineare

basso
non 

accettabile

Applicabilità dell’analisi lineare

Spostamento relativo limite
di interpiano – direzione x

La rotazione limite si raggiunge per
ag = 0.408 g

per ag = 1 g

Spostamento relativo limite
di interpiano – direzione y

La rotazione limite si raggiunge per
ag = 0.265 g



Conclusioni
per analisi lineare (con ρ)

• L’analisi mostra che il moltiplicatore di collasso 
potrebbe arrivare a

ag = 0.265 g
raggiunto per sisma in direzione y
L’analisi è però applicabile in tale direzione fino a un 
valore

ag = 0.211 g
che deve quindi ritenersi il limite

Analisi non lineare (pushover)
Ordinanza 3431 e Circolare 2/2/09

Pushover

• C’è chi l’ha definita 
“storia di una tentazione”

Devo usare la pushover ...

Voglio usare la pushover ...

Una relazione senza 
pushover non vale niente ...

Pushover

• C’è chi l’ha definita 
“storia di una tentazione”

Cosa uscirà dal calcolo ?

E perché a me viene 
completamente diverso 

da quello che viene a te ?

• C’è chi dice che è
“il grande dramma di 
suspense dell’anno”

Pushover

• C’è chi l’ha definita 
“storia di una tentazione”

• C’è chi dice che è
“il grande dramma di 
suspense dell’anno”

In realtà queste 
definizioni si 
riferiscono ad un’altra 
pushover

... ma forse 
vanno bene anche 
per il nostro caso

Analisi statica non lineare

• Si valuta il comportamento non lineare della 
struttura per forze statiche crescenti

• Si ipotizza che gli spostamenti così ottenuti siano 
uguali a quelli reali (calcolabili con l’analisi dinamica 
non lineare) 

• È necessario individuare quale sia il valore di ag che 
corrisponde ad un assegnato punto della pushover

• Si giudica la struttura confrontando gli spostamenti 
di calcolo con quelli limite



Analisi statica non lineare
determinazione dello spostamento “richiesto”
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Proposta alternativa

È veramente necessario passare al sistema SDOF?

Proposta:
determinare lo spostamento richiesto (elasto-plastico) 
direttamente dallo spostamento (elastico) fornito 
dall’analisi modale con spettro di risposta del sistema 
MDOF

• corretto per tener conto della differenza De-p - Del

• corretto per tener conto della pendenza iniziale 
della bilineare
Le stesse correzioni fatte nello SDOF

Analisi statica non lineare 
1 – analisi modale

• Analisi modale con spettro di risposta (elastica)

ag = ag
rif

Nota: poiché il modello è elastico lineare, 
gli spostamenti variano linearmente con PGA

T rif periodo del modo 
predominante

Dt

Vb
rif taglio al piede

Dt,el
rif spostamento in testa 

(el = elastico)

Analisi statica non lineare 
2 – analisi incrementale (pushover)

• Applicazione di forze crescenti ad uno schema con 
possibilità di plasticizzazione

PGA = PGArif

Nota: deve essere fatta due volte, 
con due distribuzioni di forze
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Analisi statica non lineare 
relazione Dt - ag

Quale accelerazione ag corrisponde ad un punto 
qualsiasi della curva ?
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Analisi statica non lineare 
relazione Dt - ag

Quale accelerazione ag corrisponde ad un punto 
qualsiasi della curva ?
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Idea base: uguaglianza di spostamenti Dt,el = Dt,nl
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Ma in realtà
questo non è
esatto

Occorre 
effettuare due 
correzioni



Analisi statica non lineare 
3 – bilinearizzazione

Per ciascun punto della curva:
• Trasformazione della curva in una bilatera

Criterio generale: area sottesa uguale
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Analisi statica non lineare 
3 – bilinearizzazione

Per ciascun punto della curva:
• Trasformazione della curva in una bilatera

Criterio generale: area sottesa uguale
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Analisi statica non lineare 
4 – correzione per variazione rigidezza
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• La bilinearizzazione comporta una variazione di 
rigidezza e quindi di periodo
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Spostamento richiesto
5 – correzione per spostamento elasto-plastico

• Lo spostamento di una struttura che và in campo 
plastico può essere uguale oppure maggiore di quello 
di una struttura che rimane in campo elastico
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• Si assume:

Nota: la duttilità µ è
ricavata dalla bilineare
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Passaggi matematici
(per mio ricordo)

• Dall’articolo di Bosco, Ghersi, Marino, “On the 
evaluation of seismic response of structures by 
nonlinear static methods”
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Spostamento richiesto
6 – determinazione di ag

• Riunendo le indicazioni precedenti
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Relazione spostamenti - PGA

• Con le relazioni precedenti, si può far corrispondere 
ad ogni spostamento un valore di PGA. 
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Si può quindi 
usare una 
doppia scala di 
riferimento per 
le ascisse

Applicazione alla struttura in esame
telai in direzione x

• Analisi lineare e pushover
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Applicazione alla struttura in esame
telai in direzione x

• Analisi lineare e pushover

0

500

1000

1500

2000

2500

0 50 100 150

0.05 g

0.10 g

0.15 g

0.20 g

0.25 g

Dt [mm]

Vb [kN] T=1.06 s

Applicazione alla struttura in esame
telai in direzione x

• Determinazione dell’accelerazione corrispondente 
ad un punto della curva
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Bilinearizzazione
secondo indicazioni Eurocodice e NTC08
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Correzione 1
rigidezza della tangente e della bilineare
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Correzione 2
spostamento elastico ed elastoplastico
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Accelerazione ag
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Applicazione alla struttura in esame
telai in direzione x

• Accelerazione per tutti i punti della curva

Applicazione alla struttura in esame
telai in direzione x

• Analisi lineare e pushover
con corrispondenza tra punti e ag
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Applicazione alla struttura in esame
telai in direzione y

• Analisi lineare e pushover
con corrispondenza tra punti e ag
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Direzione X
travi plasticizzate

Il meccanismo di collasso è sostanzialmente globale



Deformata per ag=0.25 g – dir.x
con comportamento elastico e plastico
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Verifica per ag=0.25 g – dir.x

Per ciascun interpiano:
• Calcolare la rotazione alla corda θu e gli spostamenti 

limite corrispondenti
– θu dipende anche dallo sforzo normale, che varia in 

maniera non lineare ed è diverso da quello fornito 
dall’analisi lineare (ma in genere il ∆N da sisma è
minore con analisi non lineare)

• Determinare lo spostamento limite minimo
• Confrontarlo con il valore fornito dal calcolo

Verifica per ag=0.25 g – dir.x

La verifica è soddisfatta

Nota: per semplicità ho usato gli spostamenti limite calcolati 
con N da analisi lineare, ma questo non è corretto

Direzione Y
travi e travetti plasticizzati

Il meccanismo di collasso è sostanzialmente globale

Deformata per ag=0.25 g – dir.y
con comportamento elastico e plastico
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Verifica per ag=0.25 g – dir.y

La verifica non è soddisfatta

Nota: per semplicità ho usato gli spostamenti limite calcolati 
con N da analisi lineare, ma questo non è corretto



Verifica per ag=0.20 g – dir.y

La verifica non è soddisfatta

Nota: per semplicità ho usato gli spostamenti limite calcolati 
con N da analisi lineare, ma questo non è corretto

Verifica per ag=0.184 g – dir.y

La verifica è soddisfatta

Nota: per semplicità ho usato gli spostamenti limite calcolati 
con N da analisi lineare, ma questo non è corretto

Direzione X

E se il modello cambia ?

travi infinitamente resistenti

Meccanismo di piano

Direzione Y

Minime variazioni

travi plasticizzate, travetti no

Direzione Y

Meccanismo di piano

travi e travetti infinitamente resistenti


