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Comportamento di una trave
soggetta a flessione e taglio
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Meccanismi di resistenza a taglio

» Il modello di trave vale solo quando si é lontani da
azioni concentrate (e quindi dagli appoggi)

* In prossimita degli appoggi si ha un trasferimento
diretto delle forze, con un “comportamento ad arco”

Indicazioni di normativa:

- L'effetto di carichi applicati ad una distanzaa,<2d

dall'appoggio puo essere ridotto nel rapportoa,/2d
[NTCO8, punto 4.1.2.1.3.3]



Comportamento di una trave
soggetta a flessione e taglio
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Meccanismi di resistenza a taglio

» Il modello di trave vale solo quando si é lontani da
azioni concentrate (e quindi dagli appoggi)

* In prossimita degli appoggi si ha un trasferimento
diretto delle forze, con un "comportamento ad arco’

[

Indicazioni di normativa:

+ L'effetto di carichi applicati ad una distanza a,< 2 d

dall'appoggio puo essere ridotto nel rapportoa,/2d
[NTCOS8, punto 4.1.2.1.3.3]

* In presenza di carichi distribuiti il faglio hon deve
essere verificato ad una distanza minore di d dalla
faccia dell'appoggio [EC2, punto 6.2.1 (8)]



Comportamento di una trave
soggetta a flessione e taglio
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Comportamento di una trave
1 - calcestruzzo resistente a trazione
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Comportamento di una trave
1 - calcestruzzo resistente a trazione
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Comportamento di una trave
2 - calcestruzzo non resistente a trazione
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Comportamento di una trave
2 - calcestruzzo non resistente a trazione
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isostatiche

/ ° ma questa tensione di tfrazione & incompatibile
con l'ipotesi fatta per il materiale



Taglio:
resistenza di una trave
in assenza di armatura a taglio



Verifica - tensioni ammissibili

Non ¢ necessaria armatura a taglio se t < 1

Vuol dire che:
- Non si accetta trazione dovuta alla flessione
- Si accettano modeste trazioni dovute al taglio

Il taglio al di sotto del quale non & necessaria
armatura a taglio e

V,=091,bd

C

Nota: si devono comunque disporre armature
minime a taglio, tranne che nei solai



Verifica - stato limite ultimo

Viene proposto un modello per calcolare la resistenza
in assenza di armature a taglio

Si parte dall'esame delle lesioni provocate dal taglio
in una trave priva di armature a taglio

Pl lp




Verifica - stato limite ultimo

Viene proposto un modello per calcolare la resistenza
in assenza di armature a taglio

Si parte dall'esame delle lesioni provocate dal taglio
in una trave priva di armature a taglio

L hadid




Verifica - stato limite ultimo

Viene proposto un modello per calcolare la resistenza
in assenza di armature a taglio

Si parte dall'esame delle lesioni provocate dal taglio
in una trave priva di armature a taglio

Modello a pettine

Dorso del pettine

Dente del pettine



Resistenza del dente
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Resistenza del dente
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Resistenza del dente

Rottura quando |
0= fcfd |

Resistenza del dente:
V,,=0.25f., bd

ctd

Nota: 0.25 f ., e ora sostituito da un
altro termine, equivalente,
funzione di f .



Altri contributi
alla resistenza del dente

Ingranamento degli inerti

Resistenza del dente:
V,,=0.25f._ kbd

ctd

il coefficiente k & funzione
dell'altezza utile d della
ceziohe




Altri contributi
alla resistenza del dente

/ / e

Effetto spinotto

Resistenza del dente:
Voy =0.25 ., kf(p,) bd

I'effetto spinotto dipende
dalla percentuale p, di
armatura lonaitudinale



Altri contributi
alla resistenza del dente

La presenza di compressione riduce la lunghezza

del dente e quindi le sollecitazioni, aumentando
la resistenza a taglio




Resistenza in assenza di armature
(NTCO8, punto 4.1.2.1.3.1)

100
V,, = 018k‘/ Pt * +0150,, |bd
Ye
_ 3 _NEd
Vpin = 0.035 /K* £, 0= <002f,

quando p, € molto piccolo

k=1+ 200 <

din mm

C
positiva se compressione

=2 <002

bd



Resistenza in assenza di armature
Esempio: solaio (due travetti a metro)

b=20cm h=24cm A, = 2010 a travetto
d=22cm 3.14 cm? a metro
200 314
k=1+ 520 =1.953 PI =50, 2 = 000654
%/1ooxo.;)c;654x25 1607

0.18x1.953x1.692=0595 > 0.035x+1.953%x25 = 0.478

V, - {0.18 (0P k615 ccp} bd V,, = 0.595x20x22x1071 =
- ~ 26.18 kN

- /)

>0.035 4 k3 £,




Confronto con tensioni ammissibili
solaio (due travetti a metro)

b=20cm h=24cm A, = 2010 a travetto
d=22cm 3.1 cm? a metro

Il taglio al di sotto del quale non e necessaria
armatura a taglio e

V

C

0=091,bd=
~09x0.60x20x22x101 =23.76 kN

La resistenza allo SLU e 26.18 kN, di poco maggiore,
ma il carico (e quindi il taglio sollecitante), é circa 1.4
volte maggiore



Taglio:
resistenza di una trave
con armatura a taglio



Trave con armatura a taglio:
modelli di calcolo

Possibili armature:

ferri piegati  p, - P staffe
TS | N |
1
EH\:
Corrente o L
superiore Traliccio di Morsch
Puntone
InCllnatW /|/|/‘
Corrente Asta verticale

inferiore o inclinata



Trave con armatura a taglio:
modelli di calcolo

Possibili armature:

ferri piegati  p, - P staffe

SRR
&

Compressione
nei puntoni

% i,

)
> A

Trazione nelle
armature

Campi di tensione




Verifica - tensioni ammissibili

La resistenza del calcestruzzo viene valutata
convenzionalmente col confronto 1<t

Quindi: V,=091,bd

C

La resistenza dell'armatura viene valutata col
traliccio di Morsch - schema isostatico

AS'I'
)

Per staffe: V., =—09ds5,



Verifica - stato limite ultimo

Sia la resistenza del calcestruzzo che quella
dell'armatura vengono valutate col modello di

traliccio

Attenzione: occorre tener conto del fatto che il
traliccio e iperstatico

Traliccio iperstatico




Verifica - stato limite ultimo

In campo lineare, l'iperstaticita del traliccio e
irrilevante

Rigidezza estensionale >> Rigidezza flessionale

~g

Traliccio iperstatico Traliccio isostatico

A = A




Verifica - stato limite ultimo

Quindi, in una prima fase elastica

Resistenza del calcestruzzo:

[l ° . 1 !
Ponendo o =f, siottiene Vog = > fybz
NS T VS ¢
Notare B £ =a-k HEf =V, f, v, =05

/EN /N
5 Ve ¥
/ \. / \.



Verifica - stato limite ultimo

Quindi, in una prima fase elastica

Resistenza dell'armatura:

Ponendo o,=f, siottiene  V,=—"f,z




Verifica - stato limite ultimo

Superata la fase elastica, si hanno due modelli

11} "
Modello "normale Se si rompe prima il
calcestruzzo: fine

T 1
Z /// VRdZZEVfcdbz

Se si snerva l'armatura rimane ancora il "pettine”
scompare l'armatura a taglio  con la sua resistenza

VRd3 = vwd T vcd con Vcd = VRd1

Aticetn madzella nan 2 nitt ~ranciderata Aalle NN\ TCOR



Verifica - stato limite ultimo

Superata la fase elastica, si hanno due modelli

Modello “di traliccio a inclinazione variabile”

Quando si snerva l'armatura
scompare I'armatura a taglio

ma per l'ingranamento degli
inerti la direzione di
compressione si inclina

1<cotb6<25b

~coto A



Resistenza in presenza di staffe
(NTCOS8, punto 4.1.2.1.3.2)

coto -
V. = o, f, bz z=09d
Rd 14+cot’p <
ﬁd =05 fcd
o, =1 . . .

in assenza di compressione

o, =1+ cd per 0<°«<0.25

fi. fa
o, =1.25 per 0.25<-< <05

cd
0, =2.5 [1_ "cd) per 05 < icd <1
cd



Resistenza in presenza di staffe
(NTCOS8, punto 4.1.2.1.3.2)

A —%fydzco’re z=09d

sd

sia per V4 che per Vi

1<cot6<2b

in presenza di compressione

. Q/
cotf, <cotfh<2.5 N | F Lo,
T — ——~
COTGI —_ - -7 ]
O, !



Traslazione del diagramma del momento
(NTCOS8, punto 4.1.2.1.3.2)

- ‘
************ v AN
| lV z | 2 i R:Vcotoc N
N, + ‘ | Vl N +
Z cot®
—— 2 —— 2 —2
approccio tradizionale: equilibrio (con taglio inclinato):
M(z M(z M(z
Ns _ ( 1) Ns _ ( 2) > ( 1)
p4 Z Z

Z, = Z, +§(co’r9—co’ra)

occorre aumentare lI'armatura longitudinale



Modello di campi di tensione

A, dz
Fsl - SS Osw
. F,=bdzsin0o,
\\Gsw YYZAZ sin O
| k&\\ //%
\\\\ F;I/Fl Oc
v /\\;

| : ey e
GA& Per I'equilibrio alla

traslazione verticale:

. A, .
b sin°0 6, =—"sina o,
S



Modello di campi di tensione

F

C

zZ cot o
gc@os 0

, =bzcosbac,

ot

| m cysw
A,, Zcota
Fsz - p

Per I'equilibrio alla
o traslazione verticale:

swW

. A
V=bzsincosbo, +—* zcosa o,
S



Modello di campi di tensione

Dalle due relazioni

. A, .
b sin°0 6, =—"sina o,
S

. A
V=bzsincosbo, +—*zcosa o,
S

si ricavano le stesse espressioni viste in precedenza

A

Veey = ;W z f 4 (cot 0+cot a) sin o
f, bz (cot+cota)
chd -

1+cot?0



Modello di campi di tensione

F,=bzcosOc,

Fee

_ A, Z cota

B GC@OS 0

m Gy

S

o)

sSwW

ot

Dall’equilibrio alla
traslazione
orizzontale rimane
una componente
orizzontale

(da bilanciare)

V (cot0 — cota)



Componente orizzontale
da equilibrare

V (cot0 — cota)

Scuola milanese:
* La componente e ripartita tra N, ed N,

Si ottiene cosi l'incremento di armatura tesa
(traslazione del diagramma del momento)

Scuola napoletana:

+ L'intera componente € assegnata ad un'apposita
armatura, detta “di parete”

Si ottiene cosi, in aggiunta alle staffe (cot a = 0),

I'armatura di parete A V cot 6
sl —
fvd




Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente

b=30cm h =50 cm staffe @8/15 (6.7 cm2/m)
d=46 cm

La resistenza della trave a taglio e

cot o -
T+ cot?g kP2

VRcd —

a, =1
f, =05x14.17 =
=7.

08 MPa coto=1 = V,, =439.7 kN

cot6=25 = V., =303.2kN



Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente

b=30cm h =50 cm staffe @8/15 (6.7 cm2/m)
d=46 cm

La resistenza dell'armatura e

Vagd = hf Z coto

g

cot6=1 =V, =108.1kN
cot6=25 = V,,=270.1kN



Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente

b=30cm h =50 cm staffe @8/15 (6.7 cm2/m)
d=46 cm

La resistenza della sezione ¢ il minore tra V.4 e Vg
calcolati con 1<cot6<25

In questo caso e sempre Vi.4 > Viaey

Per cot © = 2.5 si ha Voeq = 270.1 kKN

Nota: verificare anche l'armatura longitudinale



Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente - tensioni ammissibili

b=30cm h =50 cm staffe @8/15 (6.7 cm2/m)

d=46 cm
La resistenza della trave a taglio ¢
V,=091t,bd=

—09x1.83x30x46x10" =227.3kN
La resistenza dell'armatura e

vST:A;* 09d5, =

=6.7x09x46x255x107° =70.7 kN




Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente - confronto TA-SLU

b=30cm h=50cm staffe @8/15 (6.7 cm2/m)
d=46 cm

La resistenza dell'armatura e
- 70.7 kN per TA
270.1 kN per SLU

Anche tenendo conto della differenza di carico,
la resistenza é oltre 2.5 volte maggiore



Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente

b=30cm h=50cm staffe @8/10 (10 cm2/m)
d=46 cm

La resistenza della trave a taglio e

coto -
T+ cot? e ka P2

VRcd —

a, =1
f, =05x14.17 =
=7.

08 MPa coto=1 = V,, =439.7 kN

cot6=25 = V., =303.2kN



Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente

b=30cm h=50cm staffe @8/10 (10 cm2/m)
d=46 cm

La resistenza dell'armatura e

A
Vde - ?fyd Z cot0

coto=1 = V,_, =162.0kN
cot0=25 = V., =405.0kN



Verifica in presenza di armatura a taglio
trave emergente

b=30cm h=50cm staffe @8/10 (10 cm2/m)
d=46 cm

La resistenza della sezione ¢ il minore tra V.4 e Vg

coto = 1 15 2 25
Viey 4397 405.9 351.8 303.2
Ve 162.0 2430 324.0 405.0

Per cot0 = 2.1 si ha Vied = Vreg = 340.2 kN

Nota: verificare anche l'armatura longitudinale



Progetto dell'armatura
allo stato limite ultimo

As’r VE d

Staffe: =
s 09df,coto

Occorre definire cot 0

1. Verificare la resistenza del calcestruzzo e
individuare il massimo valore possibile per cot 6

cot6
1+cot®o

' ' 2
si ottiene cot = ¢ fey b 2 4[| S fes b 2 ~-1<25
2 VEd

Ponendo Vg = a, f,bz=V,




Progetto dell'armatura
allo stato limite ultimo

As’r VE d

Staffe: =
s 09df,coto

Occorre definire cot 0

2. Utilizzare il valore di cot 0 cosi determinato,
oppure un valore minore

Al crescere di cot 9 si riducono le staffe
necessarie, ma cresce I'armatura di parete (o
longitudinale)

Consiglio di non superare cot 6 = 2

3. Calcolo I'armatura di parete o verifico I'armatura longitudinale



Progetto dell'armatura
trave emergente

b=30cm h=50cm Veq = 150 kN
c=4cm d=46 cm

1. Calcolo

. . 2
cotoo e a0z Jfocfybz) 4 g
2 Ve, 2V,

2. Posso usare cot 6 = 2.5, ma io preferisco cot 6 = 2
As‘r vEd

= =4.62 cm®/m
Offenge 5 ~09df, coto
Usero ©@8/20
"/ 10
3. Armatura di parete A, =210 _ 767 e

‘f\/r{



Progetto dell'armatura
trave emergente

b=30cm h =50 cm Veq = 400 kN
c=4cm d=46 cm

1. Calcolo

. . 2
coto- PefabZ Jlacfybz) ) ggp
2V, 2V,

2. Usero cot 6 = 1.555

As‘r _ vEd
Ottengo s 09df,coto
Dovrei usare J8/6 (forse eccessivi)

V., coto
3. Armatura di parete A, = Edf =15.9 cm?

=15.88 cm’/m




Minimi di armature nelle travi
(NTCO8, punto 4.1.6.1.1)

Area minima longitudinale:
A . = 026 fem bd > 0.0013bd

s, min f
yk

Area minima delle staffe:

A,=15b mms/m pud essere condizionante, in
particolare per travi a spessore

Inoltre: 3 staffe a metro, passo non superiore a 0.8 d

Ulteriori indicazioni (EC2, 2004).
A, - 0.08/f,
o

pw — 2 pw min
sb '
vereinnt nrecrecdenti dAavana nacel mal+ta ridat+:




Torsione



Comportamento di una trave
1 - calcestruzzo resistente a trazione

= !
;E%r Sy

] ) \\/\’,Q "
 /5/ T &/c vo

Per bassi livelli di sollecitazioni, la torsione & fronteggiata
dallo stato tensionale che si sviluppa nel calcestruzzo.

Le armature non partecipano efficacemente alla resistenza
strutturale.



Comportamento di una trave
2 - calcestruzzo non resistente a trazione

5

Aumentando il momento torcente ...

.. il calcestruzzo si fessura



Armatura a torsione

9,@ .. aspirale

.. con staffe e - Q
ferri longitudinali | i i T




Modello di calcolo

/// _ 'Q

Traliccio di Rausch

Barre longitudinali =
correnti tesi

Staffe = montanti tesi

Calcestruzzo =
diagonali compresse

Tutte le aste sono
incernierate nei nodi



Modello di calcolo

S

Campi di tensione

[]]]]
wi
)

Compressione .
nei puntoni Trazione nell  Trgzione nelle
staffe barre longitudinali



Verifica - tensioni ammissibili

La resistenza del calcestruzzo viene valutata
convenzionalmente col confronto 1<1,

C+t
Quindi: T,=2A 11,
La resistenza dell'armatura viene valutata col
traliccio di Rausch
Per le staffe: T.=2A % G, =
As lon le/

Per i ferri longitudinali: T,,, =2 A,

‘1 I t=2c¢

I t=2c



Resistenza a torsione - SLU
con puntoni inclinati a 45°

Resistenza del calcestruzzo:

=
N =

c \/Ebk
tb
T A =—X
/]

con t=2c¢
TRcd:fcldTAk



Resistenza a torsione - SLU
con puntoni inclinati a 45°

Resistenza dell'armatura:

Nc st \/z
4 stT N N
slon \/2
Ponendo o = fyd si ottiene Tde =2 Ak ASS* de
A

Ponendo Gs,lon = fyd S| OT."lene TRld =2 Ak 2 fyd



Resistenza a torsione - SLU
con puntoni inclinati a 45°

Resistenza del calcestruzzo

T-ATE S

Resistenza dell'armatura

Staffe:

AS ¥ -
TRSd = 2 Ak ST fyd ¢ | IT—ZC
As lon uk/:' '\\Ak
Ferri longitudinali: Ty =2 A ——f =

yd
Uy



Resistenza a torsione - SLU

con puntoni ad inclinazione variabile (NTC08, 4.1.2.1.4)

Resistenza del calcestruzzo
coto C

T =2 AT1, 1+cot?0

Resistenza dell'armatura

AS
Staffe: Ty =2 A ?*fyd coto

s lon
Ferri longitudinali: Tria = 2 A 4 fie cot 0

Per effetto dell'ingranamento degli inerti i puntoni di

calcestruzzo si inclinano (0.4 < cot 6 < 2.5)

:t. [ ] [ ]

//

1 Ue |t




Resistenza a torsione
trave emergente

b=30cm h=50cm  A,,,=8014 (12.3 cm?)

c=4cm d=46 cm staffe @8/15 (3.33 cm2/m)
30 x50 ’
T = 230 + 50) =9.38 cm A =(30-9.38)x(50-9.38) =838 cm
f, =7.08 MPa

La resistenza della trave a torsione e

. cot9
T =2 AT g 1+cot?0

cot6=1 = T,,=557kNm
cot0=25 = T,,=384kNm



Resistenza a torsione
trave emergente

b=30cm h=50cm  A,,,=8014 (12.3 cm?)

La resistenza dell'armatura e

Staffe:

c=4cm d=46 cm staffe @8/15 (3.33 cm2/m)
AS
Ty =2 A ?*fyd cot0

Ferri longitudinali:

u =122.5cm

cot6=1 = T, , =21.8kNm
cot6=25 = T,_,=545kNm

A 1
-‘- _ 2 A s lon f
Rld “ u,. " coth

coto=1 = T, =659kNm
cot0=25 = T, =263kNm




Resistenza a torsione
trave emergente

h=50cm
d=46 cm

b=30cm
c=4cm

Ao = 8014 (12.3 cm?)
staffe @8/15 (3.33 cm2/m)

La resistenza della sezione ¢ il minore tra Ty Taey Trig

cot6 =1 1.5 2 25
Tac 55.7 51.4 44 6 38.4
Tred 21.8 32.7 436 545
Taig 65.9 43.9 32.9 26.3
Siha They = Tpg per cotd= \/ Asion Y ~1.736
A./s

Per tale valore Treq = Trig = 37.8 KNm

Toeq = 48.2 KNm



Resistenza a torsione
trave emergente - tensioni ammissibili

b=30cm h=50cm  A,,,=8014 (12.3 cm?)

c=4cm d=46 cm staffe @8/15 (3.33 cm2/m)
La resistenza della trave a torsione e t=2c=8cm
Ta=2A t,=

—2x(22x42)x8x1.83x107° =27.1 kNm

La resistenza dell'armatura e

st —

S
—2x(22x42)x34x255x105—16kNm

slon_ZAk 5|0 6
_2x(22x42)x009€>x255x103 45 kN m




Resistenza a torsione
trave emergente - confronto SLU-TA

Tensioni ammissibili:

TerZZAk AST

S

6, =16 KN m

Stato limite ultimo (cot® = 1.736):

T -2A %fyd cotd = 37.8 KNm

Anche se i carichi allo SLU sono circa 1.4 volte
maggiori, la resistenza ¢ notevolmente maggiore
(nell'esempio circa 1.7 volte)



Dimensionamento della sezione
allo stato limite ultimo

1. Scegliere un valore per cot 0 ed ipotizzare un
valore per 1 (almeno pari a 2 c)

2. Invertendo l'espressione di Ty 4 A Teq
calcolare A, “ o4 COTO
“1+cot?0
3. Definire una sezione bxh che A
garantisca A, e calcolare t f==%¢

4. Ricalcolare A, e controllare

che vada bene A =(b-t)(h-t)



Dimensionamento della sezione
esempio

Dati: Tey = 26 kNm

1. Assumocot6=2et=10cm

3
2. A = -TEdCOTe = 26x10 5 = 459 cm®
2t .
k14 corzg 2710%7:08x

3. Potrei usare una sezione 30x40 che (per t=10 cm)
ha Ak = 600 sz 1500

P isco 30x50 = =09,
referisco 30x t 160 9.38 cm

4, A =(30-9.38)(50-9.38)=838 cm’

va bene



Progetto di staffe e barre longitudinali
allo stato limite ultimo

1. Verificare la resistenza del calcestruzzo e
individuare il massimo valore possibile per cot 6

! coto
Ponendo T =2A t1, Tt cot?0 " Teq
. ' 2
) ) A A
si ottiene coto=-—*—< e +\/[k chd) -1<25
TEd TEd

2. Utilizzare il valore di cot 6 cosi determinato,

oppure un valore minore, per calcolare staffe e
barre longitudinali

As _ Tes A - Teq U, cOtO
s 2A f,cot s 2A 1,

3. Distribuire le barre longitudinali in proporzione ai lati



Progetto di staffe e barre longitudinali

esempio

Dati: Tey = 26 kNm
Si e scelta una sezione 30x50

1. coT6=M+\/(M]Z—1 =

T T

Ed Ed
 838x9.38x
- 26 x10°

7.08 | [2.14F 1 =403

2. Si puo usare anche cot 6 = 2.5; scelgo cot 6 = 2

AT 26)(105 2

ST — =198 /

s 2x838x3913x2 cm-/m
26x122.Hx2

x10° =9.71 cm®

A =
sln = 2x838x391.3

(08125



Progetto di staffe e barre longitudinali
esempio

Dati: Tey = 26 kNm
Si e scelta una sezione 30x50

Se pero si decide di usare &8/20 = 2.5 cm?/m
questo corrisponde a

cot0 = Te. =1.586
2A f4A,/s

L'armatura longitudinale necessaria e

26x122.5x1586
A, = X

_ 10° = 7.70 cm?
sln = 5 838x391.3 ¢




Torsione e taglio

Calcestruzzo:

Staffe:

- si progettano separatamente, per la torsione e
per il taglio e si sommano.

- l'angolo © deve essere uguale per la torsione e per
il taglio.



