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Comportamento di una trave
1 – calcestruzzo resistente a trazione
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Comportamento di una trave 1 –
calcestruzzo resistente a trazione

P P

isostatiche



Comportamento di una trave
2 – calcestruzzo non resistente a trazione
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Comportamento di una trave
2 – calcestruzzo non resistente a trazione

P P

isostatiche

τ

σ

σξ=τxy

P

ma questa tensione di trazione è incompatibile 
con l’ipotesi fatta per il materiale



Resistenza
di trave non armata a taglio



Verifica – tensioni ammissibili

Non è necessaria armatura a taglio se τ < τc0

Vuol dire che:
- Non si accetta trazione dovuta alla flessione
- Si accettano modeste trazioni dovute al taglio

Nota: si devono comunque disporre armature 
minime a taglio, tranne che nei solai

Il taglio al di sotto del quale non è necessaria 
armatura a taglio è

db9.0V 0c0c τ=



Verifica – stato limite ultimo

Viene proposto un modello per calcolare la resistenza 
in assenza di armature a taglio

Si parte dall’esame delle lesioni provocate dal taglio 
in una trave priva di armature a taglio



Verifica – stato limite ultimo

Viene proposto un modello per calcolare la resistenza 
in assenza di armature a taglio

Si parte dall’esame delle lesioni provocate dal taglio 
in una trave priva di armature a taglio



Dente del pettine

Dorso del pettine

Verifica – stato limite ultimo

Viene proposto un modello per calcolare la resistenza 
in assenza di armature a taglio

Si parte dall’esame delle lesioni provocate dal taglio 
in una trave priva di armature a taglio

Modello a pettine



Resistenza del dente
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Resistenza del dente
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Resistenza del dente

∆N s ∆N s

N0

M0

Rottura quando
σ = fcfd

dbf25.0V ctdRd =

Resistenza del dente:

Nota: 0.25 fctd è ora sostituito da un 
altro termine, equivalente



dbf25.0V ctdRd =

Altri contributi
alla resistenza del dente

Resistenza del dente:

Ingranamento degli inerti

1d6.1k ≥−=

dbkf25.0V ctdRd = k

2d/2001k ≤+=



dbkf25.0V ctdRd =

Altri contributi
alla resistenza del dente

Effetto spinotto

Resistenza del dente:

02.0
db

As
l ≤=ρ

db)402.1(kf25.0V lctdRd ρ+= )402.1( lρ+
modificato



Altri contributi
alla resistenza del dente

La presenza di compressione riduce la lunghezza 
del dente e quindi le sollecitazioni, aumentando 
la resistenza a taglio



Esempio – tensioni ammissibili

Travetti di solaio:
b = 20 cm h = 24 cm As = 2∅10 a travetto

d = 22 cm 3.1 cm2 a metro

Il taglio al di sotto del quale non è necessaria 
armatura a taglio è

kN0.2110222053.09.0
db9.0V

1
0c0c

=××××=

=τ=
−



Resistenza in assenza di armature
(NTC08, punto 4.1.2.1.3.1)
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Esempio – stato limite ultimo

Travetti di solaio:
b = 20 cm h = 24 cm As = 2∅10 a travetto

d = 22 cm 3.1 cm2 a metro

Taglio al di sotto del quale non 
è necessaria armatura a taglio
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Esempio – stato limite ultimo

Travetti di solaio:
b = 20 cm h = 24 cm As = 2∅10 a travetto

d = 22 cm 3.1 cm2 a metro

Il taglio al di sotto del quale non è necessaria 
armatura a taglio è

db)402.1(kV lRd1Rd ρ+τ=
MPa25.0Rd =τ

38.122.06.1k =−=

00646.0
2420
1.3

l =
×

=ρ

46.1402.1 l =ρ+

kN2.22V 1Rd =



Confronto

Tensioni ammissibili:
kN0.21db9.0V 0c0c =τ=

Stato limite ultimo:
kN2.22db)402.1(kV lRd1Rd =ρ+τ=

0.25 ÷ 0.80

0.48

0.50

Ma i carichi allo SLU sono circa 1.45 volte maggiori, 
quindi la resistenza è, in proporzione, minore

0.48 x 1.45 = 0.72



Resistenza
di trave armata a taglio



Modello di calcolo

Traliccio di Mörsch



Verifica – tensioni ammissibili

La resistenza del calcestruzzo viene valutata 
convenzionalmente col confronto  1cτ≤τ

Quindi: db9.0V 1c1c τ=

La resistenza dell’armatura viene valutata col 
traliccio di Mörsch  - schema isostatico

s
st

st d9.0
s

AV σ=Per staffe:



Verifica – stato limite ultimo

Sia la resistenza del calcestruzzo che quella 
dell’armatura vengono valutate col modello di 
traliccio  

Attenzione: occorre tener conto del fatto che il 
traliccio è iperstatico

Traliccio iperstatico



Verifica – stato limite ultimo

In campo lineare, l’iperstaticità del traliccio è
irrilevante

Rigidezza estensionale Rigidezza flessionale>>

Traliccio iperstatico Traliccio isostatico

=



Verifica – stato limite ultimo

Quindi, in una prima fase elastica

Resistenza del calcestruzzo:

2VNc =

2zbAc =
z

Ponendo si ottienecdc fν=σ zbf
2
1V cd2Rd ν=

Notare:
cdfα cdfν

200
f7.0 ck−=ν

V
NTC08: 

f’cd



Verifica – stato limite ultimo

Quindi, in una prima fase elastica

Resistenza dell’armatura:

VNs =z

Ponendo si ottieneyds f=σ zf
s

AV yd
st

wd =

V



Verifica – stato limite ultimo

Superata la fase elastica, si hanno due modelli

Modello “normale”

z

Se si rompe prima il 
calcestruzzo: fine

zbf
2
1V cd2Rd ν=

Se si snerva l’armatura 
scompare l’armatura a taglio

rimane ancora il “pettine”
con la sua resistenza

cdwd3Rd VVV += 1Rdcd VV =con

questo modello non è più considerato dalle NTC08



Verifica – stato limite ultimo

Superata la fase elastica, si hanno due modelli

Modello “di traliccio a inclinazione variabile”

z

Quando si snerva l’armatura 
scompare l’armatura a taglio

ma per l’ingranamento degli 
inerti la direzione di 
compressione si inclina

zbf
cot1

cotV cd22Rd ν
θ+

θ
= θ= cotzf
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Resistenza in presenza di staffe
(NTC08, punto 4.1.2.1.3.2)

zbf
cot1

cotV '
cdc2Rcd α

θ
θ

+
=

cd
'
cd f5.0f =

1c =α in assenza di compressione

cd

cd
c f

1 σ
α += 25.0

f
0per

cd

cd ≤≤
σ

25.1c =α 5.0
f

25.0per
cd

cd ≤≤
σ









−=

cd

cd
c f

15.2 σ
α 1

f
5.0per

cd

cd ≤≤
σ

d9.0z =



Resistenza in presenza di staffe
(NTC08, punto 4.1.2.1.3.2)

θcotzf
s

AV yd
sw

Rsd = d9.0z =

5.2cot1 ≤≤ θ

in presenza di compressione

5.2cotcot 1 ≤≤ θθ
t

1cot
σ
τθ =

sia per VRcd che per VRsd



Esempio – tensioni ammissibili

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza della trave a taglio è

kN21010463069.19.0
db9.0V

1
1c1c

=××××=

=τ=
−

La resistenza dell’armatura è

kN7.7010255469.07.6
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Esempio – stato limite ultimo
NTC08

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza della trave a taglio è

zbf
cot1

cotV '
cdc2Rcd α

θ
θ

+
=

kN365V1cot 2Rd =⇒=θ

kN252V5.2cot 2Rd =⇒=θ

1c =α

MPa88.5
76.115.0f'

cd

=

=×=



Esempio – stato limite ultimo
NTC08

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza dell’armatura è

kN108V1cot 2Rd =⇒=θ

kN270V5.2cot 2Rd =⇒=θ

θcotzf
s

AV yd
sw

Rsd =



Esempio – stato limite ultimo
NTC08

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza della sezione è il minore tra VRcd e VRsd

270.0216.0162.0108.0VRsd

251.8292.1337.0365.1VRcd

2.521.5cotθ = 1

Per cotθ = 2.4 si ha VRcd = VRsd = 259.2 kN



Esempio – stato limite ultimo
modello “normale”

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza della trave a taglio è

kN48110469.0300.13
2
596.0

zbf
2
1V

1

cd2Rd

=×××××=

=ν=

−



Esempio – stato limite ultimo
modello “normale”

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza dell’armatura si calcola così

kN7.10310374469.07.6

fd9.0
s

AV
3

yd
st
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=××××=

==

−

kN3.54VV 1Rdcd ==

kN158VVV cdwd3Rd =+=



Esempio – stato limite ultimo
“inclinazione variabile del traliccio”

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza della trave a taglio è

zbf
cot1

cotV cd22Rd ν
θ+

θ
=

kN481V1cot 2Rd =⇒=θ

kN385V2cot 2Rd =⇒=θ



Esempio – stato limite ultimo
“inclinazione variabile del traliccio”

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

La resistenza dell’armatura è

kN7.103V1cot 3Rd =⇒=θ

kN4.207V2cot 3Rd =⇒=θ

θ= cotzf
s

AV yd
st

3Rd



Esempio – stato limite ultimo
“inclinazione variabile del traliccio”

Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As = 4∅14  (6.2 cm2)

d = 46 cm staffe ∅8/15 (6.7 cm2/m)

In definitiva, poiché

kN7.103V 3Rd =

kN4.207V 3Rd =

kN481V1cot 2Rd =⇒=θ

kN385V2cot 2Rd =⇒=θ

si può assumere kN4.207Ve2cot Rd ==θ



Confronto – calcestruzzo (NTC08)

Tensioni ammissibili:
kN210db9.0V 1c1c =τ=

1.52

1.88

Poiché i carichi allo SLU sono circa 1.4 volte 
maggiori, la resistenza, in proporzione, è comparabile 
o maggiore (per cotθ = 1)

Stato limite ultimo (cotθ = 2.4):
kN259db9.0f

cot1
cotV '

cdc22Rd =
+

= α
θ

θ

1.52 x 1.4 = 2.13

Cotθ = 1 ⇒ 2.65



Confronto - armatura (NTC08)

kN7.70d9.0
s

AV s
st

st =σ=

Tensioni ammissibili:

Cotθ = 1 ⇒ 374

255

897
Poiché i carichi allo SLU sono circa 1.4 volte 
maggiori, la resistenza è notevolmente maggiore
(nell’esempio è circa due volte e mezzo)

Stato limite ultimo (cotθ = 2.4):

kN259cotfd9.0
s

AV yd
st

3Rd == θ

255 x 1.4 = 357



Progetto dell’armatura

s

st
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V

s
A

σ
=

Tensioni ammissibili:

Stato limite ultimo:

θ
=

cotfd9.0
V

s
A
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Sdst



Esempio
Trave emergente: b = 30 cm h = 50 cm

c = 4 cm d = 46 cm

m/
255469.0

85
d9.0
V

s
A

s

st

23 cm8.110x
xx

==

σ
=

Tensioni ammissibili: V = 85 kN

m/
2374469.0

120
cotfd9.0

V
s

A
yd

Sdst

23 cm3.910x
xxx

==

θ
=

Stato limite ultimo (cotθ = 2): VSd = 120 kN



Minimi di armature
travi (NTC08)

m/mmb5.1A 2
st =

Area minima delle staffe:

Area minima longitudinale:

db0013.0db
f
f26.0A

yk

ctm
min,s ≥=

yk

ck
min,w

st
w f

f08.0
bs

A
=≥= ρρ

Ulteriori indicazioni (EC2, 2004):

può essere 
condizionante

Inoltre: 3 staffe a metro, passo non superiore a 0.8 d

versioni precedenti davano passi molto ridotti



Punzonamento



Il fenomeno

F

τ

Le τ equilibrano la forza concentrata F

Se la forza F supera la resistenza a punzonamento si 
dispone un’armatura a punzonamento (barre piegate a 45°) 

La forza massima che le τ possono contrastare è la 
resistenza a punzonamento dell’elemento in calcestruzzo



Verifica – tensioni ammissibili

F

Area 
caricata

Sezione 
critica

Perimetro 
critico (u)

h d ud
F5.1

max =τ

Non è necessaria armatura a punzonamento se τmax < τc0

Sezione tutta reagente

ud9.0
F

max =τ

Sezione parzializzata



Verifica – tensioni ammissibili

F

Area 
caricata

Sezione 
critica

Perimetro 
critico (u)

h d ud
F5.1

max =τ

Sezione tutta reagente

ud9.0
F

max =τ

Sezione parzializzata

È necessario aumentare lo spessore della soletta 
se τmax > τc1



Verifica – tensioni ammissibili

F

Area 
caricata

Sezione 
critica

Perimetro 
critico (u)

h d ud
F5.1

max =τ

Sezione tutta reagente

ud9.0
F

max =τ

Sezione parzializzata

È necessario disporre un’armatura a punzonamento se 
τc0 < τmax < τc1

s
pun,s

F2
A

σ
=



Verifica – stato limite ultimo
VSd

Area 
caricata

h d u
Vv Sd

Sd =

Azione per unità di lunghezzaSezione 
critica 1.5 d

33°

Perimetro 
critico (u)

1.5 d
Per carichi eccentrici

β = 1.5 e β = 1.4 per pilastri posti allo 
spigolo o al bordo della piastra

u
Vv Sd

Sd
β

=

Bisogna verificare che vSd < vRd

Nota: ora 2.0 d anziché 1.5 d



Verifica – stato limite ultimo
vrd1 Resistenza in assenza di armatura a 

punzonamento

vrd2 Resistenza della sezione in calcestruzzo in 
presenza di armatura a punzonamento

vrd3 Resistenza dell’armatura a punzonamento

( )d402.1kv lRd1Rd ρ+τ=

lylxl ρρ=ρ

1Rd2Rd v6.1v =

u2
fA

vv ydpun,s
1Rd3Rd +=

Da aggiornare con NTC08



Torsione



Comportamento di una trave
1 – calcestruzzo resistente a trazione

Per bassi livelli di sollecitazioni, la torsione è fronteggiata 
dallo stato tensionale che si sviluppa nel calcestruzzo.

Le armature non partecipano efficacemente alla resistenza 
strutturale.

τ
τ

σ

σξ=τxy

P

45°
T



Comportamento di una trave
2 – calcestruzzo non resistente a trazione

Aumentando il momento torcente …

τσξ
τ

… il calcestruzzo si fessura

T



Armatura a torsione

… a spirale

… con staffe e 
ferri longitudinali

T

T



Modello di calcolo

Traliccio di Rausch

T

TDiagonali compressiCalcestruzzo

Montanti tesi

Correnti tesi

Aste incernierate

Ferri longitudinali

Staffe

s



Verifica – tensioni ammissibili

La resistenza del calcestruzzo viene valutata 
convenzionalmente col confronto  1cτ≤τ

La resistenza dell’armatura viene valutata col 
traliccio di Rausch

Quindi: = τc1 c1kT 2 A t
c t=2c

Ak

= σst
st sk

AT 2 A
s

Per le staffe:

= σs,lon
sks,lon

k

A
T 2 A

uPer i ferri longitudinali:

c t=2c

Ak
uk



Verifica – stato limite ultimo

k
c b2

TN =

c2tcon
2
btA k

c

=

=

Ponendo si ottienecdc fν=σ kcd1Rd AtfT ν=

Resistenza del calcestruzzo:

Nc

T
bk

bk

35.0
200
f7.07.0 ck ≥








−=ν Armatura sul perimetro esterno

5.0
200
f7.0 ck ≥−=ν Travi a cassone con armatura su 

entrambe le facce



Verifica – stato limite ultimo

Ponendo si ottieneydst f=σ
s

AAf2T st
kyd2Rd =

Resistenza dell’armatura:

2
NN c

st =

Nst

Nst

k
c b2

TN =Nc

Nc

Ponendo si ottieneydlon,s f=σ
k

lon,s
kyd2Rd u

A
Af2T =

2
NN c

lon,s =

Ns,lon

Ns,lon



Verifica – stato limite ultimo

Resistenza del calcestruzzo

Resistenza dell’armatura

c t=2c

Ak

Staffe:

Ferri longitudinali:

c t=2c

Ak
uk

'
cdkRcd ftAT =

s
AAf2T st

kydRsd =

k

lon,s
kydRld u

A
Af2T =



Verifica – stato limite ultimo (NTC08)

Resistenza del calcestruzzo

Resistenza dell’armatura

Ak

Staffe:

Ferri longitudinali:

c

Ak
uk

Per effetto dell’ingranamento degli inerti i puntoni di 
calcestruzzo si inclinano (0.4 ≤ cot θ ≤ 2.5)

θ
θ

2
'
cdkRcd cot1

cotftA2T
+

=
u
At c=

θcotf
s

AA2T yd
st

kRsd =

θcot
1f

u
A

A2T yd
k

lon,s
kRld =

u
At c=



Esempio – tensioni ammissibili
Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As,lon = 8∅14  (12.3 cm2)
c = 4 cm d = 46 cm staffe ∅8/15 (3.4 cm2/m)

La resistenza dell’armatura è

La resistenza della trave a torsione è

( ) −

= τ =

= =
c1 c1k

3

T 2 A t
2 22 42 8 1.69 10 25 kN mx x x x x

( ) −

= σ =

= =

st
st sk

5

AT 2 A
s

2 22 42 3.4 255 10 16 kN mx x x x x

( ) −

= σ

= =

s,lon
sks,lon

k
3

A
T 2 A

u
2 22 42 0.096 255 10 45 kN mx x x x x

t = 2 c = 8 cm



Esempio – stato limite ultimo
Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As,lon = 8∅14  (12.3 cm2)
c = 4 cm d = 46 cm staffe ∅8/15 (3.4 cm2/m)

mkN2.46T1cot 1Rd =⇒=θ

mkN9.31T5.2cot 1Rd =⇒=θ

La resistenza della trave a torsione è

θ
θ

2
'
cdkRcd cot1

cotftA2T
+

=

cm38.9
)5030(2

5030t =
+
×

= 2
k cm838)38.950()38.930(A =−×−=

MPa88.5f'
cd =



Esempio – stato limite ultimo
Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As,lon = 8∅14  (12.3 cm2)
c = 4 cm d = 46 cm staffe ∅8/15 (3.4 cm2/m)

La resistenza dell’armatura è

mkN0.22T1cot Rsd =⇒=θ

mkN7.52T5.2cot Rsd =⇒=θ

mkN8.65T1cot Rld =⇒=θ

mkN3.26T5.2cot Rld =⇒=θ

Staffe:

Ferri longitudinali:

θcotf
s

AA2T yd
st

kRsd =

θcot
1f

u
A

A2T yd
k

lon,s
kRld =



Esempio – stato limite ultimo
Trave emergente:
b = 30 cm h = 50 cm As,lon = 8∅14  (12.3 cm2)
c = 4 cm d = 46 cm staffe ∅8/15 (3.4 cm2/m)

La resistenza della sezione è il minore tra TRcd TRsd TRld

Per cotθ = 1.73 si ha TRsd = TRld = 38.0 kNm
TRcd = 40.0 kNm

26.332.943.965.8TRld

54.943.932.922.0TRsd

31.937.042.646.2TRcd

2.521.5cotθ = 1



Confronto - calcestruzzo

Cotθ = 1 ⇒ 2.70

1.68

2.17

Poiché i carichi allo SLU sono circa 1.45 volte 
maggiori, la resistenza è, in proporzione, simile

1.68 x 1.45 = 2.44

Tensioni ammissibili:
= τ =c1 c1 kT 2 A t 25 kN m

Stato limite ultimo (cotθ = 2):
ν

= =
θ + θ

cd
kRd1

fT 2 A t 32 kN m
cot tan



Confronto – staffe

748
Poiché i carichi allo SLU sono circa 1.45 volte 
maggiori, la resistenza è notevolmente maggiore
(nell’esempio è il doppio)

255 x 1.45 = 370

Tensioni ammissibili:

= σ =st
st sk

AT 2 A 16 kN m
s

Stato limite ultimo (cotθ = 2):

= θ =st
kRd2 yd

AT 2 A f cot 47 kN m
s

255

Cotθ = 1 ⇒ 374



Confronto – armatura longitudinale

Poiché i carichi allo SLU sono circa 1.45 volte 
maggiori, la resistenza è notevolmente minore
(nell’esempio è la metà)

255 x 1.45 = 370

Tensioni ammissibili:

= σ =s,lon
sks,lon

k

A
T 2 A 45 kN m

u

Stato limite ultimo (cotθ = 2):

= =
θ

yds,lon
kRd2

k

fA
T 2 A 33 kN m

u cot
187

255

Cotθ = 1 ⇒ 374



Progetto delle staffe

Tensioni ammissibili:

=
σ

st

sk

A T
s 2 A

Stato limite ultimo:

=
θ

Sdst

k yd

TA
s 2 A f cot



Esempio
Trave emergente: b = 30 cm h = 50 cm

c = 4 cm d = 46 cm

( ) m/8.
25542222

18
A2
T

s
A

sk

st

25 cm310x
xxx

==

σ
=

Tensioni ammissibili: T = 18 kN

( ) m/.
237442222

26
cotfA2

T
s

A
ydk

Sdst

25 cm9110x
xxxx

==

θ
=

Stato limite ultimo (cotθ = 2): TSd = 26 kN
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Progetto dell’armatura longitudinale

Tensioni ammissibili:

=
σ
k

s,lon
sk

T uA
2 A

Stato limite ultimo:
θ

= kSd
s,lon

k yd

T u cotA
2 A f



Esempio
Trave emergente: b = 30 cm h = 50 cm

c = 4 cm d = 46 cm

( )( )
( )

23 cm10x
xxx

xx 9.4
25542222
4222218

A2
uTA

sk

k
lon,s

=
+

=

σ
=

Tensioni ammissibili: T = 18 kN

( )( )
( )

23 cm910x
xxx

xxx 6.
37442222

24222226
fA2
cotuTA

ydk

kSd
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=
+
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θ
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Stato limite ultimo (cotθ = 2): TSd = 26 kN
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Torsione e taglio

1
T
T

V
V

1Rd

Sd

2Rd

Sd ≤+

Calcestruzzo:

Staffe:

– si progettano separatamente, per la torsione e 
per il taglio e si sommano.

– l’angolo θ deve essere uguale per la torsione e per 
il taglio.



Minimi di armature

– limiti validi per il taglio

– la distanza longitudinale fra le staffe deve essere 
non maggiore di uk/8

Staffe:

Armatura longitudinale:

– almeno una barra per spigolo

– distanza tra le barre non superiore a 35 cm
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FINE

Per questa presentazione:
coordinamento A. Ghersi
realizzazione A. Ghersi
ultimo aggiornamento 26/02/2008

Testo di riferimento:
A. Ghersi
Il cemento armato. Dalle tensioni 
ammissibili agli stati limite: un 
approccio unitario.
Flaccovio


