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3 – Effetto P-δ e carico critico

In campo elastico
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Relazione lineare tra carichi – sollecitazioni - spostamenti
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Schema monopiano, 
comportamento elastico

V0

h

P

h
PVVVV 00

δ
+=∆+=

k
V=δ

h
PVk 0

δ
+=δ

hk
P1

k/V0

−
=δ

Relazione non lineare tra carichi – sollecitazioni - spostamenti
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Schema monopiano, 
comportamento elastico
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Al crescere di V0 e P 
(contemporaneamente)

α moltiplicatore di V0 e P 

P=500 kN V0=50 kN

P=500 kN V0=100 kNAsintoto per
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Pcr =5515 kN

Vedi file Excel Instabilità (mensola)

Schema monopiano, 
carico critico in campo elastico
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Schema monopiano, 
carico critico in campo elastico
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Vedi: 
Ghersi, Lenza, Teoria degli 
edifici, vol. 3 tomo 3, cap. 4

variando così la rigidezza 
si ottengono i valori di Eulero

0.8225

12 x 0.8225 = 
9.87

Schema monopiano, 
comportamento elastico
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Al crescere di P 
(con  V0 costante) 

α moltiplicatore di P 

Asintoto per

αP = k h 
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P=500 kN V0=50 kN

P=500 kN V0=100 kN

Pcr =5515 kN

Schema monopiano, 
comportamento elastico
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Al crescere di V 
(con  P costante) 

Comportamento lineare,

ma l’effetto di P cresce in 
maniera non lineare con P
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rigidezza ridotta

( )θ−1k

θ−1
1sollecitazioni e 

spostamenti crescono di

Telaio multipiano, 
comportamento elastico

Fi

δ= kF

hi

Fi forza di piano

Vi taglio di piano (somma 
forze al di sopra)

δi spostamenti assoluti

di spostamenti relativi

δ

di

Relazione 
matriciale
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Telaio multipiano, 
comportamento elastico

Qi

δ=∆ gkF
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Qi carico verticale di piano

Pi carico totale 
sovrastante il piano

Si può ottenere
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Relazione 
matriciale
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Telaio multipiano, 
comportamento elastico
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Telaio multipiano, 
comportamento elastico
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Relazione 
matriciale
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Matrice di rigidezza 

ridotta per tener 
conto dell’effetto P-δ

Telaio multipiano, 
comportamento elastico

Vedi file Excel Instabilità (telaio)

F0,i

Qi

Telaio multipiano, 
comportamento elastico

F0,i

Qi

Telaio multipiano, 
carico critico in campo elastico

• Incrementando i carichi verticali di α si ha carico 
critico quando non è più possibile portare forze 
orizzontali (le forze instabilizzanti tengono, da sole, 
la struttura deformata)

( ) 0kkF g0 =δα−=

• Si hanno soluzioni se
(problema di autovalori e autovettori)

( ) 0kkDet g =α−
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Telaio multipiano, 
carico critico in campo elastico

Telaio multipiano, 
comportamento elastico

È possibile procedere in maniera approssimata, se 
non si ha un programma che fa l’analisi non lineare?

1. Procedimento iterativo

Calcolo lineare, con 
le forze assegnate

∆V Nuove 
forze

Nuovi 
spostamenti

Telaio multipiano, 
comportamento elastico

È possibile procedere in maniera approssimata, se 
non si ha un programma che fa l’analisi non lineare?

1. Procedimento iterativo

… iterando 
quanto occorre

∆V Nuove 
forze

Nuovi 
spostamenti

Telaio multipiano, 
comportamento elastico

È possibile procedere in maniera approssimata, se 
non si ha un programma che fa l’analisi non lineare?

2. Con determinazione approssimata del carico critico

a ogni piano si calcola
ii

ii
cr dP

hV
=α e si prende il minimo

Telaio multipiano, 
comportamento elastico

È possibile procedere in maniera approssimata, se 
non si ha un programma che fa l’analisi non lineare?

2. Con determinazione approssimata del carico critico

si amplificano i risultati di
max1

1
θ−

cr

1
α

=θ
min,cr

max
1

α
=θ

In campo plastico
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Schema monopiano, 
comportamento in campo plastico

• Al crescere della forza orizzontale
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Relazione non lineare tra carichi e spostamenti
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Schema monopiano, 
comportamento in campo plastico

• Se si considera l’effetto P-δ

V

MEd =MRd

V V

h

Il tratto elastico lineare ha una pendenza minore

V

δ

P P P

La cerniera plastica si forma per un taglio minore

Dopo la formazione della cerniera si prosegue con un tratto decrescente

Schema monopiano, 
comportamento in campo plastico

• Se si considera l’effetto P-δ

V
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Per l’equilibrio
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(retta decrescente)

Implicazioni per l’analisi sismica

• Alla struttura sono applicate forze di calcolo VEd

• La struttura in campo plastico raggiungerà uno 
spostamento δu

V

δ

Vu

con
δu

• La struttura deve essere in grado di portare un 
taglio plastico (ultimo) Vu maggiore di VEd
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Applicazione ai telai

• Calcolare a tutti i piani il rapporto

• Incrementare i risultati del calcolo di 
max1

1
θ−

iu,i

u,ii
i hV

dP
=θ

• Determinarne il massimo θmax

La normativa dice che:
– Se θmax ≤ 0.1 l’effetti può essere trascurato
– Se 0.1 < θmax ≤ 0.2 l’incremento và fatto così
– Se 0.2 < θmax ≤ 0.3 occorrono analisi più dettagliate
– Non è ammesso θmax > 0.3

NTC 08, punto 7.3.1

Applicazione ai telai

• Ma cosa prendere per du e Vu?

• Spostamenti:
– Il calcolo SLV è fatto con forze ridotte di q rispetto 

a quelle dello spettro elastico
– Per Newmark, gli spostamenti in campo plastico sono 

gli stessi della struttura che rimane elastica
– Quindi i valori di calcolo degli spostamenti devono 

essere incrementati di q o più precisamente, di
Se(T)/Sd(T)
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Applicazione ai telai

• Ma cosa prendere per Vu e du?

• Tagli:
– La prima plasticizzazione avviene per sisma 

incrementato di Ω
– Tra prima plasticizzazione e collasso vi è un 

incremento di azione tagliante pari a αu/α1

– Quindi i valori di calcolo del taglio devono essere 
incrementati di

1u /ααΩ

• In definitiva si può usare l’espressione
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