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Oscillazioni forzate

azione sulla massa o spostamento del terreno

m(€) .
p(e) Azione sulla massa
Y
lrr/
m (€)

Spostamento del terreno

7 Lo spostamento della massa € somma di
spostamento del terreno e spostamento
relativo della massa rispetto alla base

F;;-*—-—-—-—

< M3(£) il pedice g indica

ground, terreno



Oscillazioni forzate
spostamento del terreno

 Laforza d’inerzia dipende dall’accelerazione assoluta

i, (t) =mi(t)+m ()

e Laforza dirichiamo e la dissipazione dipendono da
spostamenti e velocita relative .
P kut)  cu(t)

m (€)

Lo spostamento della massa € somma di
spostamento del terreno e spostamento
relativo della massa rispetto alla base




Oscillazioni forzate
moto del terreno

'equazione del moto e mu(t)+mu,(t)+cu(t)+ku(t)=0

In genere si scrive come:

m
(1) + ¢ t) + k u(t) =

Cambia (formalmente)

ii il termine noto
nell’equazione del moto

Il problema e sostanzialmente identico a
qguello del moto con forzante applicata al
traverso



Oscillazioni forzate
moto del terreno

Forzante armonica

Equazione del moto:

mu(t)+cu(t)+ku(t)=—mu,(t)

u.(t)=u sin@, t

g,max

Se |la forzante e armonica (seno, coseno) e possibile risolvere
analiticamente 'equazione differenziale



Oscillazioni forzate
moto del terreno, in presenza di smorzamento

* In presenza di smorzamento, con forzante armonica, si ha

mu+cu+ku=-mu,__ sin®.t

 Un integrale particolare e in questo caso del tipo

u (t)=Csinw,t+Dcosm,t

e si ottiene, in maniera analoga a quanto visto in precedenza

C=ii 0~
g,max ((Dz _(DZ )2 -|—(2§(1)(1)g )2
. 260 o,

o (ooz — )2 +(28w o, )2



Sviluppo del calcolodiCe D

solo come ricordo

. 2 . 2
ug(t)=C5|n(Dgt+Dcos(Dgt m (—(Dg C5|n(0gt—mg DCOSQ)gt)-l—
u.(t)=o,Ccosm,t—mDsinw,t +C ((x)gC cosm,t— D sin(ogt) +
. 2 . 2
U, (t) =—; Csinw,t—; Decosot 4k (Csinw t+Dcosw t)=-mii_ _ sinet
(—(DZC—ZQ(D(D D+Cw +ii )sin(ot (wz—mz)C—zﬁwm D+, =0

g g g,max g g g g,max
(—ooé D+2Ew ®,C+D )cosoogt:O (a)z—mz)D+2§ma)gC:0
. W, — o’ 5 D 260 0,
— — Yg,max 5 5\2 2
260 W, (2 -0") +(2600,)
. W, —°
C=u >

o (0)2 —(02) +(28w o, )2



Oscillazioni forzate
moto del terreno, in presenza di smorzamento

* In presenza di smorzamento, con forzante armonica, si ha

mu+cu+ku=—mu sinu)gt

g,max

* Lasoluzione di questa equazione differenziale e

u(t) = e " (A cosm,t+Bsinw,t)+C sinm,t+D cosm,t

con @ =@y 1-E2 A =u(0)-D B:U(O)+§mu(0)—§mD—Cmg

Wy,

* |l primo termine, avendo un esponenziale il cui valore si riduce
progressivamente fino a scomparire, viene detto parte
transitoria, mentre il resto e detto parte stazionaria



Sviluppo del calcolodiAe B

solo come ricordo
u(t) =e > (A cosm,t+Bsinw,t)+Csinw t+Dcost
u(0)=A+D A=u(0)-D

0(t) =—Eme ™" (A cos,t+B sinw,t) +
+e " (—A 0, sinw,t+B o, cosw,t) +
+C, cos®,t—D ®, sinm,t

=e " (-EwA +B ®, )cos m,t+
+e " (—A 0,t —E®B )sinw,t+
+C®, cos®,t—D ®, sinm,t

U(0)=-CwA+Bm, +Cw, U(0) =—Cou(0) + oD +B ®, +C o,

- U(0)+Ewu(0)—C ®, — D
®

D



Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

* La parte stazionaria e

u,(t)=Csinw,t+Dcosm,t=

((02 —’ )sin(ngt +2Ew o, cos o, t

g,max

(@ -’ )2 +(2t0 0, )2

Il massimo della parte stazionaria si determina imponendo
che la derivata di u si annulli e vale

ust,max — Ug,max \/( (DZ o (Dz )2 + (2&(0 (Dg )2

Uy o = U O \/ (@ -’ )2 +(20,)



Sviluppo del calcolodiu,_ .
solo come ricordo

(@ - )sino,t ) 2Em @, cos @ t

u (t)=u

g,max ( g,max (

W — )2 +(20 o, )2 W — )2 +(28w o, )2

o (@ -0 )cosm t —2Em @2 sinm.t
Ug (1) = Uy o zg( gz 2 ) g > Ug ma A gzmz(Dg 2 2
((Dg_m ) +(2E—'(D(Dg) ((Dg_m ) +(2E—'(D(Dg)

®
=0, : [ ®. — ' Jcos® t—2E®®_sin® t]
g, ((Dz _(02 )2 +(2§(D(Dg )2 ( g ) g g g

U,(t)=0 se (00; — )cosoogt—2§0000g sine,t=0

2 2
W, -0

tgw t=
e 2800,



Sviluppo del calcolodiu,_ .
solo come ricordo

R Al
gW,1=
P 200,
2 2
W, — O
tg o,t 2800, o — o
SInN@_t= = =




Sviluppo del calcolo di u,,_,
solo come ricordo

((Dz —(Dz)sina)gt ) 2w, cosm t

u (t)=u

g,max ( g,max (

W — )2 +(2w o, )2 W — )2 +(280w, )2

u — Ug,maxm mz — Ug,maxm ng
K \/(oo; ~o) +(2%00,) K \/(Tz ~T2) (28T T,)
' (t)—[j (D;((D; —(Dz)sin(x)gt - 2&0)0)2 COS(Dgt
T (0 - )2 +(2ow,) T (0 - )2 +(2t0a,)
2
u =u (Dg = ug,max T2

\/(TZ—T; ) +(25TT)

R TR,



Oscillazioni forzate
(moto del terreno - armonico)

Si noti, in particolare,
I'andamento
dell’accelerazione
massima in funzione del
periodo proprio

Forte
A / amplificazione

accelerazione
assoluta

Riduzione
/ dell’accelerazione

Stessa
accelerazione del
terreno



Oscillazioni forzate
(moto del terreno - accelerogramma)

20

— Tolmezzo, Friuli, 1976

Input sismico: accelerogramma

Equazione del moto:

mii+cu+ku:—miig



Oscillazioni forzate
(moto del terreno - accelerogramma)

E possibile determinare
numericamente
la risposta ad un
accelerogramma

20

Tolmezzo, Friuli, 1976

Noti i valori di u, u, i in un certo istante t,
ed il valore di i, tra t, e t;+At si possono
ricavare i valoridi u, u, i nell’istante
t,+At

Si ottiene la risposta nel tempo
(time history)



Determinazione della time history
Metodo di Newmark

Intervallo di tempo At = t,-t,

* Siusail pedice 1 perindicare I'istante iniziale, 2 per quello

finale
* Sono notiu, 4, G e lI'accelerazione del suolo u, ; u,,
e Siipotizza che |'accelerazione sia costante nel passo

U= (0, +0,)/2 (ovariabile linearmente)
* Siesprimono u, u, in funzione di U, (incognito)

* O meglio in termini variazionali

2 2
Au=Ata, + 285G + AU A
2 ' 4
At

Au=Atu, +7AU



Determinazione della time history
Metodo di Newmark

* Invertendole, si esprimono AU AU in funzione di Au

4 4 -
Au——u, —2u,

Ali=—
AP At

.2 :
Au=—Au-2u,
At
e Sjutilizza 'equazione di equilibrio dinamico (in termini
variazionali)
m Au+c Au+k Au=—m Au,

per calcolare Au ~mAd, +2mi, +(2c+4m/ At)u,

Au= -
k+2c/At+4m/ At

Bibliografia: Anil K. Chopra, Dynamics of structures, Prentice Hall International,
cap. 5.4



Determinazione della time history
Metodo di Newmark - piu in generale

lpotesi di U costante nell’intervallo At

2
- . 1
Au:ulAt+UlATt+AU%At2 Au:ulAt+AuzAt

lpotesi di U lineare nell’intervallo At

. 1
au=i At+i A0 4 aalar Al =i, At + Al = At

2 6 2

Quindi in generale

2

Au:ulAt+UlA7t+AUBAt2

AU =i, At+ Al YAt

NIk |k, NP MR



Determinazione della time history
Metodo di Newmark - piu in generale

Invertendole, si esprimono  Au AU in funzione di Au
1 1 . 1 .

—~Au u, u,
BAt BAt 2[3

Au=—Au—Yu +| 1-" |, At
BAt B

Si utilizza I'equazione di equilibrio dinamico (in termini
variazionali)
m Al+c Au+k Au=—m AU,

Au =

Au:—mAUg+aU1+bul a:i_l_cl
k +aAt BAt P

Bibliografia: Anil K. Chopra, Dynamics m ( Y )

per calcolare Au

of structures, Prentice Hall b=—+CAt
International, cap. 5.4 2



Oscillazioni forzate
(moto del terreno - accelerogramma)

E possibile determinare
numericamente
la risposta ad un
accelerogramma

la risposta dipende
dal periodo T dell’oscillatore

20

30

Tolmezzo, Friuli, 1976

1200
U+,
800

I'=0.25s

400

30 0

-400

-800

-1200



Risposta dell’oscillatore
programma Oscill

P

al Oscill 2.2.a del 0216

| =] B [ |

File  Impostazioni  Accelerogramma  Risposta  Spettro

2

tolmezzo
w04
z 03
o
B 02 l
%—J 0.1 }
SR I | [ 1%
= DD | ! I - I-Wl#_._‘u.; B M e il e
- i b
ﬂ- 1 Tl I o 5 ™
4o I| ot Oscill 2.2.a del 02.16 IS
-03 File  Impostazioni  Accelerogramma  Risposta Spettro 7
accelerazione assoluta] -
0 10 20 tolmezzo
accelerazions max = 03727 g 5 16
2 10
accelerogramma 2 o5
i
§ ﬂ.D—qﬁ\ﬂ WW .
5 =
a -05
=
-1.0
. . -1.5
risposta: D 10 20 0 40
accelerazione assoluta mao= 11502 g t[s]

accelerazione




Risposta dell’oscillatore

programma Oscill

o

.
ol Oscill 2.2.a del 02.16 ESEEN ™
File  Impostazioni  Accelerogramma  Risposta  Spettro 7
spnstamerﬂn| -
tolmezzo
= 0.020
£ 0015 E possibile scegliere
2 0.070 . .
= cosa visualizzare
] 0.005
(=
“ 0.000 -
-0.005 ! .
-0.010 Elﬂlg
-0.015 Accelerogramma  Risposta  Spettro 7
-0.020 Epostamento v
0 10 20 30 40 tolmezzo
spostamento max = 0.0178 m t[s] velocita
. y, accelerazione assoluta
E Uuts forza di rchiamo
. = 0010 forza-spostamento
risposta: E e
g 0.005
spostamento 5 0.000.
-0.005 ]
-0.010
-0.015
. -0.020
risposta: 0 10 20 30 40
accelerazione spostamento max = 0.0178m t[s]




Risposta dell’oscillatore

o

programma Oscill risposta:
forza-spostamento
@MV a5l Oscill 2.2 del 02.16 ESNIEN)

a5l Oscill 2.2.a del 02.16

File Impostazioni  Accelercgramma  Risposta  Spettro 7

1500

forza-spostamenta] -
tolmezzo

1000

500

/’

forza dirichia mo [kM]

0
-500

- 1000 ]

- 1500

-0.020 -0015 -0.010 -

comportamento elastico lineare

0005 0000 0005 0010 0015 0.020
spostamento [m]

s

Accelerogramma  Risposta

tolmezzo

Spettra 7

accelerazione assoluta] -

I | T —

File  Impostazioni  Accelerogramma  Risposta  Spettro 7
spnstamerﬂn| -
tolmezzo
S 0.020
g 0015
g 000
T 0.005
o
“ 0.000 -
- 0.005 ]
-0.010
-0.015
-0.020
0 10 20 30 40
spostamento max = 0.0178 m t[s]
L
= 10 |
. o
risposta: 4
i
spostamento N
B
a -05
s
=10
. o B
risposta: 0
accelerazione

10 20

accelerazione assoluta mao= 11502 g

t[s]




Oscillazioni forzate
(moto del terreno - accelerogramma)

20

— Tolmezzo, Friuli, 1976

8001 0.741¢g

i+ i
urie

T=050s

4007

Cambiando il periodo

. 0]
dell’oscillatore, I

-4007

cambia la risposta

-800°



Oscillazioni forzate
(moto del terreno - accelerogramma)

m
400
z'ig
0 | 20
1 —1 -400 . qe
> Tolmezzo, Friuli, 1976
u
8
. o . 400
Cambiando il periodo i +iiy T=100s
. 0
dell’oscillatore, 10 20 30 £

400 -0.257 g

cambia la risposta



