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Oscillazioni forzate

Esempio: altalena

Inserire 

foto

Dando (in maniera 

periodica) una piccola 

spinta al sedile 

dell’altalena, 

le oscillazioni si 

amplificano 

sempre di più



Oscillazioni forzate 
telaio monopiano

m
)(tpukucum =++ ɺɺɺ

Nell’equazione del moto 

compare un nuovo termine 

(l’azione forzante)

Equazione del moto:

p(t)

Se la forzante è armonica (seno, coseno) è possibile risolvere 

analiticamente l’equazione differenziale



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

• Consideriamo una forzante armonica p(t) = p0 sin ωpt

0 pmu k u p sin t+ = ωɺɺ

• La soluzione generale dell’omogenea associata

è

mu k u 0+ =ɺɺ

u(t) Acos t Bsin t= ω + ω

con 
k

m
ω =

e A B costanti da determinare in base alle condizioni al 

contorno, cioè ai valori di u e    (soluzione, comprensiva 

dell’integrale particolare) per t=0 

uɺ



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

• Consideriamo una forzante armonica p(t) = p0 sin ωpt

0 pmu k u p sin t+ = ωɺɺ

• Un integrale particolare è del tipo

p pu (t) C sin t= ω

2

p p pu (t) C sin t= − ω ωɺɺ

• Sostituendo nell’equazione si ha
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− ω ω



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

• Determinando A e B in funzione di u(0) e           si ha u(0)ɺ

p0

2

p

0
p2

p

/pu(0)
u(t) u(0)cos t sin t

k 1 ( / )

p 1
sin t

k 1 ( / )

 ω ω
= ω + − ω + 

ω − ω ω 

+ ω
− ω ω

ɺ

A u(0)=

p0

2

p

/pu(0)
B

k 1 ( / )

ω ω
= −

ω − ω ω

ɺ

e quindi



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

• Nel caso particolare in cui u(0)=0 e                 si hau(0) 0=ɺ

p0
p2

p

p 1
u(t) sin t sin t

k 1 ( / )

ω 
= ω − ω − ω ω ω 

Esercizio: diagrammare con Excel questa funzione per diversi valori di ω e ωp

• Si noti che p0 / k è lo spostamento che si avrebbe se la forza p0

fosse applicata staticamente



Forzante armonica
 p 

p0 

5 10 t  (s) 

Tp = 0.75 s 

Risposta, senza smorzamento TTp ≠

5 10

u

t (s)

u0

T = 0.5 s

5 10

u

t (s)

u0

moto totale

T = 1.0 s



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

• Nel caso particolare in cui u(0)=0 e                 si hau(0) 0=ɺ

p0
p2

p

p 1
u(t) sin t sin t

k 1 ( / )

ω 
= ω − ω − ω ω ω 

• Il termine che compare in questa espressione tende a infinito 

quando il rapporto ωp/ω tende a 1



Oscillazioni forzate 
telaio monopiano, forzante armonica (periodica)

Se il periodo della 

forzante coincide con 

quello del sistema, 

in assenza di 

smorzamento 

il moto si amplifica 

sempre più

mp(t)

risonanza

 

u 

t 

0=ξ

TTp =

 p 

p0 

t  (s) 



Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

• In presenza di smorzamento, con forzante armonica, si ha

0 pmu c u k u p sin t+ + = ωɺɺ ɺ

• Un integrale particolare è in questo caso del tipo

p p pu (t) C sin t D cos t= ω + ω

e si ottiene, in maniera analoga a quanto visto in precedenza

2

p0

2 22

p p

1 ( / )p
C

k 1 ( / ) 2 ( / )

− ω ω
=

   − ω ω + ξ ω ω  

p0

2 22

p p

2 ( / )p
D

k 1 ( / ) 2 ( / )

− ξ ω ω
=

   − ω ω + ξ ω ω  



Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

• In presenza di smorzamento, con forzante armonica, si ha

0 pmu c u k u p sin t+ + = ωɺɺ ɺ

• La soluzione di questa equazione differenziale è

( )t

D D p pu(t) e A cos t B sin t C sin t D cos t
−ξω= ω + ω + ω + ω

con

• Il primo termine, avendo un esponenziale il cui valore si riduce 

progressivamente fino a scomparire, viene detto parte 

transitoria, mentre il resto è detto parte stazionaria

2

D
1ω = ω − ξ A u(0) D= − g

D

u(0) u(0) D C
B

+ ξ ω − ξ ω − ω
=

ω

ɺ



Forzante armonica

Risposta, con smorzamento ξ=5%

Il moto è somma di una componente armonica che ha lo stesso periodo della 

forzante ed ampiezza costante(componente stazionaria) 

e di una componente che ha lo stesso periodo del sistema ma ampiezza che si 

riduce man mano (componente transitoria)

TTp ≠

 p 

p0 

5 10 t  (s) 

Tp = 0.75 s 

5 10

u

t (s)

u0

T = 1.0 s

moto totale

componente stazionaria



Forzante armonica

Risposta, con smorzamento ξ=5% TTp ≠

 p 

p0 

5 10 t  (s) 

Tp = 0.75 s 

5 10

u

t (s)

u0

T = 0.5 s

5 10

u

t (s)

u0

T = 1.0 s

moto totale

componente stazionaria



Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

• La parte stazionaria è

st p p

2

p p p p0

2 22

p p

u (t) C sin t D cos t

1 ( / ) sin t 2 ( / )cos tp

k 1 ( / ) 2 ( / )

= ω + ω =

 − ω ω ω − ξ ω ω ω =
   − ω ω + ξ ω ω  

0
st,max

2 22

p p

p 1
u

k
1 ( / ) 2 ( / )

=
   − ω ω + ξ ω ω  

Il massimo della parte stazionaria si determina imponendo 

che la derivata di ust si annulli e vale

0
st,max

2 22

p p

p 1
u

k
1 (T / T ) 2 (T / T )

=
   − + ξ  



Forzante armonica

Il moto viene amplificato o ridotto, in funzione 

del periodo proprio e dello smorzamento del sistema
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Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

• Derivando due volte la funzione u(t) si ottiene l’accelerazione

2

p p p p20
st p 2 22

p p

1 ( / ) sin t 2 ( / )cos tp
u (t)

k 1 ( / ) 2 ( / )

 − ω ω ω − ξ ω ω ω = ω
   − ω ω + ξ ω ω  

ɺɺ

che si può scrivere, ricordando che 

2

p0
st,max

2 22

p p

(T / T )p
u

m
1 (T / T ) 2 (T / T )

=
   − + ξ  

ɺɺ

k

m
ω =

22
p p p pp0

st 22 22

p p

1 ( / ) sin t 2 ( / )cos tp
u (t)

m 1 ( / ) 2 ( / )

 − ω ω ω − ξ ω ω ωω  =
ω    − ω ω + ξ ω ω  

ɺɺ

e quindi



Forzante armonica

Il moto viene amplificato o ridotto, in funzione 

del periodo proprio e dello smorzamento del sistema
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Forzante armonica

Il moto viene amplificato 

o ridotto, in funzione 

del periodo proprio 

e dello smorzamento 

del sistema
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