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Le strutture:
gradi di libertà statici

Le strutture, pur essendo in realtà continue, sono in genere viste 
come discretizzate, ovvero come:

• Insieme di nodi (liberi o vincolati)

• Collegati da elementi mono dimensionali 
(aste) o anche bi o tri-dimensionali

Gradi di libertà (statici):

• Le componenti di movimento consentite ai 
nodi

Nello spazio, un nodo non vincolato ha 6 gradi di libertà

Impalcati indeformabili riducono i gradi di libertà



Le strutture:
gradi di libertà dinamici

Con il movimento nascono forze d’inerzia, prodotto di massa per 
accelerazione:

• Le masse sono in realtà continue

• Vengono però considerate concentrate (nei 
nodi, negli impalcati)

Gradi di libertà dinamici:

• Le componenti di movimento consentite alle 
masse

Usualmente si ipotizzano impalcati indeformabili e masse solo a livello 
dell’impalcato. Vi sono in tal caso 3n gradi di libertà (se gli impalcati sono n ed il 
movimento è orizzontale)



Le strutture:
gradi di libertà statici e dinamici

Edifici (tridimensionali) con n impalcati

• Gradi di libertà statici: centinaia o migliaia

• Gradi di libertà dinamici: 3n 

Telai piani con n traversi

• Gradi di libertà statici: centinaia

• Gradi di libertà dinamici: n 

Telai monopiano

• Gradi di libertà statici: decine

• Gradi di libertà dinamici: 1 



In che modo valutiamo
l’effetto del sisma su una struttura?



− Duttilità determina la capacità della struttura di sopportare 
il sisma oltre il limite elastico

− Resistenza condiziona in maniera sostanziale la risposta oltre 
il limite elastico

− Smorzamento influisce sulla risposta in campo elastico

− Rigidezza condiziona in maniera sostanziale la risposta in 
campo elastico

Parole chiave:

− Massa il sisma provoca accelerazioni sulle masse

Risposta sismica
di strutture

Occorre distinguere:

• Risposta sismica di strutture in campo elastico

• Risposta sismica di strutture con comportamento che va oltre 
il limite elastico



Risposta sismica
di strutture

Ordine che seguiremo:

• Risposta sismica di strutture in campo elastico

- Strutture a un solo grado di libertà
concetti base: periodo di oscillazione libera, spettro di risposta

- Strutture a più gradi di libertà
modalità operative: analisi modale, analisi statica



Risposta sismica
di strutture

Ordine che seguiremo:

• Risposta sismica di strutture in campo elastico

- Strutture a un solo grado di libertà

- Strutture a più gradi di libertà

• Risposta sismica di strutture con comportamento che va 
oltre il limite elastico

– Strutture a un solo grado di libertà
concetti base: influenza della duttilità, spettro di progetto

– Strutture a più gradi di libertà
modalità operative: progetto con uso del fattore di struttura, 
verifica con analisi non lineari



Risposta sismica

Schemi a un grado di libertà
in campo elastico



Struttura a un grado di libertà
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Serbatoio pensile



Struttura a un grado di libertà

Telaio monopiano
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Oscillazioni libere

Incontriamo fenomeni dinamici anche in ambiti ben diversi dal nostro

Esempio: altalena

Spostando il sedile 

dell’altalena e poi 

lasciandolo libero, esso 

oscilla con un periodo T

ben preciso



Oscillazioni libere

Esempio: altalena

Spostando il sedile 

dell’altalena e poi 

lasciandolo libero, esso 

oscilla con un periodo T

ben preciso

Incontriamo fenomeni dinamici anche in ambiti ben diversi dal nostro



peso

Oscillazioni libere
pendolo (esempio: altalena)

A

A) Il peso è scomposto nelle forze

F
n

assorbita dall’asta del pendolo

F
t

che provoca un’accelerazione che fa 

muovere il pendolo

F
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Oscillazioni libere
pendolo (esempio: altalena)

A

A) Il peso è scomposto nelle forze

F
n

assorbita dall’asta del pendolo

F
t

che provoca un’accelerazione che fa 

muovere il pendolo

B

B) In questa posizione la 

velocità è massima 

(quando inizia a risalire 

rallenta) ma 

l’accelerazione è nulla 

perché Ft = 0

F
n
=

F
t 
=0

peso



Oscillazioni libere
pendolo (esempio: altalena)

peso

Il pendolo oscilla con un 

periodo T

ben preciso, 

legato alla geometria

(in particolare, alla 

lunghezza dell’asta)

B

A C

F
n

F
t



Rigidezza
telaio monopiano

• Rigidezza (laterale) k = forza necessaria per ottenere uno 
spostamento unitario

F k u= F

u

• Nota: oggi si parla di matrice di rigidezza dell’asta e matrice di rigidezza di una 
struttura. La rigidezza laterale (o la matrice di rigidezza laterale, nel caso di 
schemi a più piani) si ottiene per condensazione statica della matrice di 
rigidezza della struttura

3

3E I
k

l
= mensola

3

12 EI
k

l
= rotazioni 

impedite



Oscillazioni libere
telaio monopiano

A

A) Per deformare il telaio in 

questa posizione occorre 

applicare una forza F, uguale 

ed opposta alla forza elastica 

che tende a riportare il telaio 

alla posizione indeformata

(forza di richiamo elastico).

F

Equilibrio statico

m

F k u=



Oscillazioni libere
telaio monopiano

A

Quando si lascia libero il telaio, agisce solo la 

forza di richiamo elastico (-k u), che provoca 

un’accelerazione   .

- k u

Equilibrio dinamico

k u mu− = ɺɺ
uɺɺ

mu k u 0+ =ɺɺ



Oscillazioni libere
equazione del moto e sua risoluzione

• L’equazione del moto libero (non smorzato) per uno schema a 
un grado di libertà (dinamico) è

• Funzioni che, derivate due volte, forniscono la stessa funzione 
cambiata di segno sono seno e coseno. Se lo spostamento 
impresso inizialmente è u0, posso provare con la funzione

mu k u 0+ =ɺɺ

0u u cos t= ω
2

0u u cos t= − ω ωɺɺ

( )2
0 0m u cos t k u cos t 0− ω ω + ω =

( )2
0m k u cos t 0− ω + ω =

k

m
ω =

ω è detta frequenza angolare



Oscillazioni libere
equazione del moto e sua risoluzione

• Soluzione dell’equazione è

con

La funzione è periodica, con periodo

• T è denominato periodo di oscillazione libera della struttura 

0u u cos t= ω

k

m
ω =

m
T 2

k
= π



Oscillazioni libere
telaio monopiano

m
B

Equazione del moto:

equilibrio dinamico

Se lo spostamento iniziale è u0 e la velocità iniziale è nulla:

0u u cos( t)= ω k
frequenza angolare

m
ω =

mu k u 0+ =ɺɺ



Oscillazioni libere
telaio monopiano

m

B

B) Tornato nella posizione 

indeformata, la velocità è 

massima e l’accelerazione nulla 

(come la forza di richiamo 

elastico).

 
u 

u0 

t  (s) 10 5 

T = 1 s 
spostamento

tempo

A

B



Oscillazioni libere
telaio monopiano

m

Il telaio oscilla con un 

periodo ben preciso, legato 

alla massa ed alla rigidezza 

del telaio

m
T 2

k
= π

spostamento

tempo



In realtà il moto non 

continua così, a causa della 

dissipazione di energia 

(smorzamento)

Oscillazioni libere
telaio monopiano

m

Oscillazioni libere con smorzamento



Smorzamento – negli edifici

Lo smorzamento dipende da: quanto?

• Elementi non strutturali (tramezzi, tamponature) molto

• Non linearità del materiale poco

Edifici in cemento armato, con tramezzi in muratura:

• Si può assumere un valore di smorzamento percentuale ξ = 0.05

Edifici in acciaio, con tramezzatura leggera:

• È consigliabile usare un valore minore di ξ = 0.05

Edifici isolati alla base, con isolatori in gomma:

• Si può usare un valore maggiore di ξ = 0.05

Nota: chiarirò tra breve cosa si intende con smorzamento percentuale



In realtà il moto non 

continua così, a causa della 

dissipazione di energia 

(smorzamento)

Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

m

Lo smorzamento è legato 

alla variazione di 

spostamento (velocità)



In realtà il moto non 

continua così, a causa della 

dissipazione di energia 

(smorzamento)

Equazione del moto:

mu c u k u 0+ + =ɺɺ ɺ

Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

m

Lo smorzamento è legato 

alla variazione di 

spostamento (velocità)



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

m

Lo smorzamento è legato 

alla variazione di 

spostamento (velocità)

In realtà il moto non 

continua così, a causa 

della dissipazione di 

energia (smorzamento)

L’ampiezza del moto si riduce 

tanto più rapidamente quanto 

maggiore è lo smorzamento

mu c u k u 0+ + =ɺɺ ɺ

Equazione del moto:



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

m

L'equazione può 
anche essere 
scritta come:

2u 2 u u 0+ ξ ω + ω =ɺɺ ɺ

c
con

2 k m
ξ =

mu c u k u 0+ + =ɺɺ ɺ

c k
u u u 0

m m
+ + =ɺɺ ɺ

2c
u u u 0

m k / m

ω+ + ω =ɺɺ ɺ

Equazione del moto:



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

La soluzione può essere del tipo

[ ] t
1 d 2 du(t) C cos( t) C sin( t) e−ξω= ω + ω

[ ] t
1 2 d d 1 d 2 du(t) ( C C ) cos( t) ( C C ) sin( t) e−ξω= − ωξ + ω ω + − ω − ωξ ωɺ

Se si ha 
0u(0) u=

Se si ha u(0) 0=ɺ

1 0C u=

2 0

d

C u
ωξ=
ω

2u 2 u u 0+ ξ ω + ω =ɺɺ ɺ
c

con
2 k m

ξ =



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

2u 2 u u 0+ ξ ω + ω =ɺɺ ɺ
c

con
2 k m

ξ =

La soluzione può essere del tipo

t
0 d 0 d

d

u(t) u cos( t) u sin( t) e−ξω ωξ= ω + ω ω 
2 2

t
d 0 d

d

u(t) u sin( t) e−ξω  ω ξ= −ω − ω  ω  
ɺ

[ ]
2 2

t
d 0 d d d

d

u(t) u cos( t) sin( t) e−ξω ω ξ= −ω − ω ω − ωξ ω ω 
ɺɺ



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

2u 2 u u 0+ ξ ω + ω =ɺɺ ɺ

[ ]
2 2

t
d 0 d d d

d

2 2
t

d 0 d

d

t2
0 d 0 d

d

u cos( t) sin( t) e

2 u sin( t) e

u cos( t) u sin( t) e 0

−ξω

−ξω

−ξω

 ω ξ−ω − ω ω − ωξ ω + ω 

  ω ξ+ ξω −ω − ω +  ω  

 ωξ+ω ω + ω = ω 

Sostituendo nell’equazione i termini innanzi indicati



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

2u 2 u u 0+ ξ ω + ω =ɺɺ ɺ

2 2 2 2

d d d d d

d d

2 2

d d

d

2 2
d d

d

cos( t) sin( t)

2 sin( t)

cos( t) sin( t) 0

    ω ξ ω ξ−ω − ω ω − −ω − ωξ ω +    ω ω    

  ω ξ+ ξω −ω − ω +  ω  

 ωξ+ ω ω + ω ω = ω 

2 2
2

d d d

d

2 22 2
2

d d d

d d d

cos( t)

2 sin( t) 0

  ω ξ−ω − ω + ω ω +  ω  

    ω ξ ωξω ξ+ ω + ωξ + ξω −ω − + ω ω =    ω ω ω    

t
0eliminando u e e−ξω



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

2u 2 u u 0+ ξ ω + ω =ɺɺ ɺ

2 2 2 2
d d

3 3 33 3

d d d

d d d

cos( t)

2 2 sin( t) 0

 −ω − ω ξ + ω ω + 

 ω ξ ω ξω ξ+ ω ωξ + − ξωω − + ω = ω ω ω 

2 2 2 2
d 0−ω − ω ξ + ω = 2 2 2

d (1 )ω = ω − ξ 2
d 1ω = ω − ξ

3 3 3

d

d d

0
ω ξ ω ξ−ξωω − + =
ω ω

2 3 3 3
d 0−ξωω − ω ξ + ω ξ =

2 2 2
d (1 )ω = ω − ξ

Deve essere nullo sia il coefficiente di cos ωdt che quello di sin ωdt

Purché ξ ≤ 1
e quindi per 

c 2 k m=



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

m

In realtà il moto non 

continua così, a causa 

della dissipazione di 

energia (smorzamento)

Equazione del moto:

L'equazione può anche essere 

scritta come:

2u 2 u u 0+ ξ ω + ω =ɺɺ ɺ

c
con

2 k m
ξ =

La soluzione è, se ξ<1

t0
0 d d

d

u
u(t) u cos( t) sin( t) e−ξω ξω= ω + ω ω 

2
dcon 1ω = ω − ξ d 2

T
T

1
=

− ξ

mu c u k u 0+ + =ɺɺ ɺ



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

Si indica col termine “smorzamento critico” quel valore per il quale il 

sistema raggiunge lo stato di quiete senza oscillare

Per questo abbiamo usato come riferimento ξ che è lo smorzamento 

come percentuale di quello critico

ξ = 0.05



Oscillazioni libere con smorzamento 
telaio monopiano

• Come si può misurare lo smorzamento?

- Sperimentalmente possiamo misurare la risposta e quindi lo 
spostamento all’istante t=Td

ξ = 0.05
u(Td)u0

t0
0 d d

d

u
u(t) u cos( t) sin( t) e−ξω ξω= ω + ω ω 

1 0

dT
d 0u(T ) u e−ξω= d

d

0

u(T )
ln T

u

 
= − ξω 

 

d

d 0

u(T )1
ln

T u

 
ξ = −  ω  

per t=Td


