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Oscillazioni forzate

Esempio: altalena

Dando (in maniera
periodica) una piccola
spinta al sedile
dell’altalena,

le oscillazioni si
amplificano

sempre di piu



Oscillazioni forzate
telaio monopiano

Equazione del moto:

p(f) m m1;t.+Cl/.t+kl/t:

Nell’equazione del moto

compare un nuovo termine
(I'azione forzante)

Se |la forzante e armonica (seno, coseno) e possibile risolvere
analiticamente 'equazione differenziale



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

 Consideriamo una forzante armonica p(t) = p, sin O, t

mu+ku=p,sinmt

* Lasoluzione generale dell’lomogenea associata mu+ku=0

e
u(t) = Acosmt+Bsinmt
k
con W=,[—
m

e A B costanti da determinare in base alle condizioni al
contorno, cioe ai valori di u eu (soluzione, comprensiva
dell’integrale particolare) per t=0



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

 Consideriamo una forzante armonica p(t) = p, sin O, t

mu+ku=p,;sin@t
 Un integrale particolare e del tipo
u (t)=Csinm t
. . 2 .
u (t)=—Ca; sinmt

e Sostituendo nell’equazione si ha

2 . . . . 2 _
—-mC @ sin® t+kCsin® t=p,sin@t -mC®, +kC=p,
C: po _ pO pO 1
k—ma m o) k 1-(o,/o)
k| 1—— P 1
( pj ():po sinm_t



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

 Determinando A e B in funzione di u(0) e u(0) si ha

A =u(0)

s U0 p, /0
o k 1-(0 /o)

e quindi

W0) p, /0

Sinmt +
o kil-(o /o)

u(t) =u(0)cosmt +

+P L
k 1-(0, / 0)°

S|n(Dpt



Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

Nel caso particolare in cui u(0)=0e u(0)=0 si ha

®
u(t) = P, = — sin® t——=sinot
k 1-(o, / o) 0

Si noti che p, / k e lo spostamento che si avrebbe se la forza p,
fosse applicata staticamente

Esercizio: diagrammare con Excel questa funzione per diversi valori di @ e ®,



b A Forzante armonica

T,=0.75s
Po P
EAVERVERVARVEARVERY Q VERVARVERVARVERVAAVERVERVENC
Risposta, senza smorzamento Tp + T
u
T=10s

5 1( \/t (s)

—— moto totale

T=0.5s




Oscillazioni forzate
in assenza di smorzamento

Nel caso particolare in cui u(0)=0e u(0)=0 si ha

®
u(t) = P, = — sin® t——=sinot
k 1-(o, / o) 0

Il termine che compare in questa espressione tende a infinito
quando il rapporto (Dp/(D tendeal



Oscillazioni forzate
telaio monopiano, forzante armonica (periodica)

P A

P "NANANANNNNNND
RVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAR®

€ € T,=T

Se il periodo della \

forzante coincide con

R /\ e

smorzamento
il moto si amplifica §=0

sempre piu

risonanza

S



Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

* In presenza di smorzamento, con forzante armonica, si ha
mu+cu+ku=p,sinmt
 Un integrale particolare e in questo caso del tipo

u (t)=Csinm t+Dcosmt

e si ottiene, in maniera analoga a quanto visto in precedenza

_ P 1-(w, /o)
k [1-(w, /0 | +[2E(w, /)]
P, -2& (0, / o)

D=

k [1-(, /o) | +[2E(0, /)]



Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

* In presenza di smorzamento, con forzante armonica, si ha

mu+cu+ku=p,sinmt
* Lasoluzione di questa equazione differenziale e

u(t) = e " (A cosm,t+Bsinm,t)+C sinm t+Dcosm t

con o —oJ1-8  A=u(0)-D g U0 +50u(0)-5wD-Co,

Wy,

* |l primo termine, avendo un esponenziale il cui valore si riduce
progressivamente fino a scomparire, viene detto parte
transitoria, mentre il resto e detto parte stazionaria



A Forzante armonica

17,=0.75s
Po g
10 t(s)
Risposta, con smorzamento £=5% T, %T
.
. A . T'=10s
: \ A N\ WAl |
\ \ .\ \ / \ \ R \\
| / \\ | | L - | |
\x/ . o \ > VARV ’ Y ‘ '

—— moto totale

componente stazionaria

Il moto € somma di una componente armonica che ha lo stesso periodo della
forzante ed ampiezza costante(componente stazionaria)

e di una componente che ha lo stesso periodo del sistema ma ampiezza che si
riduce man mano (componente transitoria)



A Forzante armonica

T7,=0.75s
Po- g
IAVARVERVERVERVERY Q VARVERVERVARVARVALVERVERVENC
Risposta, con smorzamento £=5% T, %T
u
T'=10s

| —— moto totale

~ componente stazionaria
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Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

La parte stazionaria e
u,(t)=Csino t+Dcosm t=
P, [1—(oop /m)z}sinoopt—z a (@, /(x))cosoopt
o 2 2
ko 1-(o, /o) | +[2&(0, /0)]

Il massimo della parte stazionaria si determina imponendo
che la derivata di u si annulli e vale

Po 1

Yst max 2 2
k \/[1—(00p /(0)2] +[2§(0)p /(o)}
Po 1

u —

< [-amr] +2emm)]



A Forzante armonica

Il moto viene amplificato o ridotto, in funzione
del periodo proprio e dello smorzamento del sistema

/it 5=0 a) spostamento

T,=0.75s

Po

0 T.=0.75s 1 5 T (s)



Oscillazioni forzate
in presenza di smorzamento

* Derivando due volte la funzione u(t) si ottiene l'accelerazione

i Pe g (10 / @ Jsina,t=28 0, /wlcosa

k" [1-(w, /o) | +[28 (0, /0)]

: : : / k
che si puo scrivere, ricordando che ®=,[—
m

o, O [1—((1)p /(o)z}sin(opt—z G (0, / w)cosm t

m o [1—(00p / )’ ]2 + [2 E (o, /(x))]2

e quindi

U () =

_ P (T/7,)
st,max m \/|:1_(T/Tp)2:|2+|:2§(T/Tp):|2

i




A Forzante armonica

Il moto viene amplificato o ridotto, in funzione
del periodo proprio e dello smorzamento del sistema

5=0 b) accelerazione

T,=0.75s

Po

0 Tn=0.‘753 1 2 T (s)



A Forzante armonica

Po

Il moto viene amplificato
o ridotto, in funzione

del periodo proprio

e dello smorzamento
del sistema

T,=0.75s

10 t (s)

a) spostamento

0 7.=0.75s 1 2 T (s)

b) accelerazione

0 T.=0.75s 1 2 T (s)



