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Oscillazione forzata
di schemi a piu gradi di liberta



Strutture a piu gradi di liberta

Le strutture reali hanno piu gradi di liberta (dinamici)

* Per un telaio piano si possono assumere come parametri gli
spostamenti dei traversi

ns
Us

'equazione del moto € in

m .
2 U, guesto caso un sistema

di equazioni differenziali

n
U
moto libero non smorzato

mu+ku=0

moto forzato, con smorzamento
mij+ci1+ku:—m11}ig



Moto forzato
(trattazione matematica)

U'equazione del moto, in termini matriciali, € analoga a quella
dell’oscillatore semplice

mii+c1'1+ku:—m1iig

Se la forzante non e armonica il sistema di equazioni deve
essere risolto per via numerica



Moto forzato
(trattazione matematica)

Risoluzione per via numerica

mii+ci1+ku=—mliig

s | t, t+At

ny Noti i valori di u, u, Win un certo istante
tyedilvaloredi i, trat e t;+Atsi

ny possono ricavare i valori di
u, U, U nell’istante t,+At

Si ottiene la risposta nel tempo, istante
dopo istante (time history)



Moto forzato
(trattazione matematica)

Questo tipo di analisi e consentito dalla normativa ed e detto
analisi dinamica (lineare), con valutazione della storia della
risposta

s | t, t+At

ny Noti i valori di u, u, Win un certo istante
tyedilvaloredi i, trat e t;+Atsi

ny possono ricavare i valori di
u, U, U nell’istante t,+At

Si ottiene la risposta nel tempo, istante
dopo istante (time history)



Analisi dinamica
con valutazione della storia della risposta

Se il sistema ha n gradi di liberta (dinamici) il suo moto e
descritto con n funzioni spostamento u
(quindi con un vettore di funzioni u)

'equazione di equilibrio dinamico e
mutcut+tku=-mlu,

che e formalmente simile a quella di un oscillatore semplice
(ma in realta e un sistema di equazioni differenziali)

Risolverla numericamente (cioe determinare la risposta istante
per istante) e possibile ma e matematicamente oneroso



Analisi dinamica
con valutazione della storia della risposta

e Analisi dinamica, con valutazione della storia della risposta
(istante per istante)

- Questo procedimento puo servire per valutare la risposta ad un
accelerogramma specifico

- Se volessi usarlo come strumento progettuale dovrei individuare
un insieme di accelerogrammi che rappresentano quello che
potra avvenire nel sito



Analisi dinamica
con valutazione della storia della risposta

La struttura si deforma nel tempo

Flﬂl” H La forma della deformata varia nel tempo



Analisi dinamica
con valutazione della storia della risposta

Determinare la risposta istante per istante e possibile ma e
matematicamente oneroso

- ... e per la progettazione dovremmo trovare piu accelerogrammi
che siano significativi

Ma ci serve veramente conoscere quello che accade
istante per istante?

In realta a noi interessano i massimi spostamenti e le massime
sollecitazioni



Analisi dinamica al passo
e procedimenti semplificati

La struttura si deforma nel tempo

Flﬂl” H La forma della deformata varia nel tempo

A noi potrebbe bastare (per un calcolo elastico
lineare) conoscere i valori massimi

Come fare?



Equazione del moto
(trattazione matematica)

Una qualsiasi deformata puo essere espressa come
combinazione delle deformate modali

o 7<T<7<p3

= +
x1.20 x 0.85 x —0.25

Deformata assegnata ~ Primo modo Secondo modo Terzo modo
u=e0q

Nota: la deformata u(t) varia nel tempo; le deformate @j sono quantita
fisse (anche se definite a meno di una costante); i parametri g sono
funzioni del tempo q(t)



Equazione del moto
moto libero non smorzato

Con questa posizione, I'equazione del moto diventa

mu+tku=0 wu=¢q :> Mq+Kq=0

Nelle matrici M e K solo i termini della diagonale principale
sono diversi da zero

Il sistema di equazioni e quindi costituito da equazioni
disaccoppiate, ciascuna contenente una sola incognita

Si puo valutare il contributo di ciascun modo separatamente,
come se fosse un oscillatore semplice



Equazione del moto
moto libero smorzato

Con questa posizione, I'equazione del moto diventa

mi+cu+tku=0 u=¢q :> Mq+Cq+Kq=0

Nelle matrici M e K solo i termini della diagonale principale
sono diversi da zero

In molti casi anche |a matrice C e diagonale e le equazioni
sono disaccoppiate
(sistemi classicamente smorzati)



Equazione del moto
risposta ad un accelerogramma

Uequazione del moto mi+tcu+tku=-mli,
diventa Mii"‘CQ"‘Kq:_(PTmIiig

Anche in questo caso se la struttura e classicamente smorzata
il sistema si scompone in tante equazioni separate

. : 0) _ .
G +28; W; q;+Wwjq, ‘@”g

" Si noti che I'accelerazione del
terreno e moltiplicata per I,
27 @ plicata pert

_ =1 .. : : :
I_j = Coefficiente di partecipazione modale:
Zmi (pizj indica se il contributo del modo al moto totale del
=1

sistema e piu, o meno, rilevante



Equazione del moto
risposta ad un accelerogramma

Contributo di un singolo modo:

La struttura che oscilla secondo uno dei suoi “modi” si
comporta come un oscillatore semplice

E possibile ricavare di conseguenza un insieme di forze e
calcolare le sollecitazioni prodotte

Ill

Il contributo di quel “modo” al moto complessivo della
struttura e scalato mediante un coefficiente di partecipazione
modale o —in maniera piu chiara —in funzione della massa
partecipante



Equazione del moto
contributo di un modo

Per valutare la risposta della struttura vincolata a deformarsi
secondo uno dei suoi modi di oscillazione ...

\ Accelerazione
Se(Tj)
Se ] Forze
(massa x accelerazione)
) ) sollecitazioni
| spostamenti




Equazione del moto
contributo di un modo

Se(Tj) = ordinata spettrale corrispondente al periodo T,

Il taglio alla base corrispondente al modo j e
V,, =M S (T)

M.® & detta massa partecipante

’ C [Sme)

i=1

M/ =Zmi Q="
- Zmi @
i=1



Equazione del moto
contributo di un modo

Si ritorna in sostanza all’idea di applicare alla struttura un
insieme di forze (statiche) orizzontali

my

|

Primo modo

S~

T,
Forze

corrispondenti al
primo modo



Equazione del moto
contributo di un modo

Si ritorna in sostanza all’idea di applicare alla struttura un
insieme di forze (statiche) orizzontali

ms F 3
—>
ny EZ
n F,
4_
T,
Forze

corrispondenti al

Secondo modo
secondo modo



Analisi modale
con spettro di risposta

Se si considerano piu modi, ciascuno con la sua
deformata reale, si ha I'analisi modale (con spettro
di risposta)

* || contributo di ciascun “modo” al moto complessivo della
struttura e scalato mediante un coefficiente di
partecipazione modale o —in maniera piu chiara —in
funzione della massa partecipante

 La somma delle masse partecipanti di tutti i modi e pari alla

massa totale della struttura
(per questo motivo si parla in genere di masse partecipanti come
percentuale della massa totale)



Analisi modale
con spettro di risposta

Consiste nel valutare separatamente la risposta della struttura

vincolata a deformarsi secondo ciascuno dei suoi modi di
oscillazione . ..

. € poi combinare le massime sollecitazioni (o

spostamenti) trovati per i singoli modi con criteri
statistici

— SRSS = radice quadrata della somma dei quadrati
— CQC = combinazione quadratica completa



Analisi modale
con spettro di risposta

Combinazione dei risultati:

 E opportuno usare sempre la CQC

E=(Y,Yp, E £}

Ej valore dell'effetto relativo al modo j;

COe

0jj coefficiente di correlazione tra il modo i e il modo j, calcolato con formule di comprovata validita quale:

32

855, (By&78)

pif,l = S [?.3.5&]
20" oo a2y 2 e 2
(1'[5,5 ) 4555 By (1 E'u) 4'(“—% =] }'Eu
che, nel caso di uguale smorzamento dei modi i e j, si esprime come:
87,
[7.3.5b]

%5 T B, ) [0—p, F +42%B,]

Lij smorzamento viscoso dei modiiej;

Pij e il rapporto tra I'inverso dei periodi di ciascuna coppia i-j di modi (B = Tj/Tj).

NTC, punto 7.3.3.1



Analisi modale
con spettro di risposta

Consiste nel valutare separatamente la risposta della struttura

vincolata a deformarsi secondo ciascuno dei suoi modi di
oscillazione . ..

... @ poi combinare le massime sollecitazioni (o
spostamenti) trovati per i singoli modi con criteri
statistici
— SRSS = radice quadrata della somma dei quadrati
— CQC = combinazione quadratica completa

Attenzione: nel fare la combinazione si perde il segno (che
puo essere utile);

ma se c’e un modo prevalente si puo assegnare a ciascun valore il
segno che esso ha nel modo prevalente



Possibili approcci
per valutare la risposta elastica

e Analisi dinamica, con valutazione della storia della risposta
(istante per istante)

- Questo procedimento puo servire per valutare la risposta ad un
accelerogramma specifico

- Se volessi usarlo come strumento progettuale dovrei individuare
un insieme di accelerogrammi che rappresentano quello che
potra avvenire nel sito U

* Analisi modale con spettro di risposta, per valutare la massima
risposta

- Questo procedimento e utile come strumento progettuale
proprio perché ci fornisce direttamente i valori massimi

NTCOS, punto 7.3



Analisi modale
contributo dei singoli modi

* |l primo modo e nettamente predominante per entita di
massa partecipante. Le forze sono tutte dello stesso verso

e Gli altri modi hanno masse partecipanti via via minori. Essi
danno forze discordi, che producono un effetto minore
rispetto alla base

In generale, € opportuno considerare tanti modi da:

- raggiungere una massa partecipante dell’85%

- non trascurare modi con massa partecipante superiore
al 5%



Analisi modale
e progettazione strutturale

 L'esame delle forme modali, dei periodi e delle masse
partecipanti forniscono informazioni importanti sul
comportamento della struttura



Analisi modale
e progettazione strutturale — Esempio 1

* Modi completamente disaccoppiati
e Nessun contributo del moto rotazionale

* Periodo per sisma x leggermente maggiore

modo 1 modo 2

Maodo T Mas X Mas Y
1 0622 T8.66% 0.00%
2 0.483 0.00% 82.13%
3 0.377 0.01% 0.00%

e Periodo del terzo modo nettamente
inferiori ai primi due




Analisi modale
e progettazione strutturale — Esempio 1

 Linviluppo degli spostamenti conferma che i modi sono completamente
disaccoppiati

Sisma x Sisma'y



e Modo 2 e 3 abbastanza accoppiati

Analisi modale
e progettazione strutturale — Esempio 2

 Contributo del moto rotazionale (anche se modesto)

 Periodo per sismay piu alto del 10%

modo 1

/||t modo 2
Modo T Mas X Mas Y
1 0.912 0.00% 81.12%
2 0.831 76.67% 0.00%
3 0.775 5.37% 0.00%

 Minore distacco tra periodo del
secondo e terzo modo



Analisi modale
e progettazione strutturale — Esempio 2

» Differenza spostamenti x non particolarmente rilevante
 Rotazione importante per sisma x per la non alta rigidezza rotazionale

* Comportamento simmetrico per sismay

Sisma x Sismay



Analisi modale
e progettazione strutturale — Esempio 3

e Modo 1 e 3 molto accoppiati
e Contributo del moto rotazionale rilevante

 Periodo per sismay leggermente maggiore

L

ot
modo 2
Modo T Mas X Mas Y
1 0.582 1.75% 60.88%
2 0.653 84.00% 1.96%
3 0.463 0.28% 23.03%

« Sufficiente distacco tra periodo del
secondo e terzo modo

S



Analisi modale
e progettazione strutturale — Esempio 3

* Pessimo comportamento per sismay

Sisma x Sismay



Possibili approcci
per valutare la risposta elastica

e Analisi dinamica, con valutazione della storia della risposta
(istante per istante)

- Questo procedimento puo servire per valutare la risposta ad un
accelerogramma specifico

L

* Analisi modale con spettro di risposta, per valutare la massima
risposta
- Questo procedimento e utile come strumento progettuale
proprio perché ci fornisce direttamente i valori massimi

E possibile fare ulteriori semplificazioni?

NTCOS, punto 7.3



Analisi modale
contributo dei singoli modi

* Inuno schema bilanciato i modi x ed y sono disaccoppiati ed il
primo modo per ciascuna direzione e nettamente
predominante

e Allora e possibile considerare solo un modo (il primo)
- Cosi si risparmia la fatica di fare l'inviluppo

e E sipotrebbe anche utilizzare una deformata convenzionale
piu semplice di quella fornita dal primo modo

- Cosi si risparmia la fatica di determinare |la deformata esatta



Possibili approcci
per valutare la risposta elastica

Analisi dinamica, con valutazione della storia della risposta
(istante per istante)

- Questo procedimento puo servire per valutare la risposta ad un
accelerogramma specifico

L

* Analisi modale con spettro di risposta, per valutare la massima
risposta

- Questo procedimento e utile come strumento progettuale
proprio perché ci fornisce direttamente i valori massimi

e

e Analisi statica

- Semplificazione dell'analisi modale

NTCOS, punto 7.3



Analisi statica

e Se siconsidera solo un modo (il primo), assumendo
per esso una deformata lineare, si ha la cosiddetta
analisi statica

m F
3 3 >
F
ny 2 |
n F,
—>
Forze

corrispondenti alla
forma lineare



Analisi statica

e Consiste nel considerare un unico insieme di forze, che
rappresentano (in modo semplificato) I'effetto del primo
modo

n
>m, SN
|
F —_— i=1 S T —> mi Av4 zI
k mk Zk n e( 1)
2mz e =
i=1 >

Il periodo proprio puo essere valutato
con formule semplificate T, =C, H/*

Le forze possono essere ridotte con A=0.85 se I'edificio ha
almeno 3 piani e periodo non troppo alto



Considerazioni:
analisi statica o analisi modale?

Oggi I'lanalisi modale e sicuramente il metodo principale di
riferimento per 'analisi strutturale, perché e affidabile e ormai
alla portata di tutti (grazie ai programmi per computer)

Con un po’ di esperienza e possibile ricavare da essa ottime
indicazioni sul comportamento della struttura

Ma I'analisi modale puo essere difficile da interpretare

Con l'analisi modale si perde il segno dei risultati



Considerazioni:
analisi statica o analisi modale?

* L[‘analisi modale e sicuramente il procedimento usuale per |la
progettazione sismica

e |‘analisi statica e pero uno strumento fondamentale per capire
il comportamento fisico della struttura:

- Consente di valutare a priori la risposta e stimare le
sollecitazioni indotte dal sisma, utili in fase di
predimensionamento

- Consente di controllare a posteriori i risultati dell’analisi
modale

- Aiuta arisolvere i casi dubbi, nei quali I'analisi modale
mostra risultati non facilmente comprensibili



Considerazioni:
analisi statica o analisi modale?

'analisi statica fornisce risultati attendibili purché:

- la struttura abbia comportamento piano (basse rotazioni
planimetriche)

Per edifici con
forti rotazioni,
‘ non va bene

Analisi statica

- modo 1

Analisi modale E X modo 2

inviluppo




Considerazioni:
analisi statica o analisi modale?

'analisi statica e cautelativa purché:
- la struttura abbia comportamento piano (basse rotazioni

planimetriche)
- la struttura abbia periodo non eccessivamente alto

S'e2 |

accelerazione per S
T, molto bassa,
non cautelativa

el




Considerazioni:
analisi statica o analisi modale?

'analisi statica e cautelativa purché:

- la struttura abbia comportamento piano (basse rotazioni
planimetriche)

- la struttura abbia periodo non eccessivamente alto

- la stima del periodo proprio sia affidabile
(0, meglio, corretta con la formula di Rayleigh)

La norma prevede un coefficiente riduttivo A
che rende i risultati dell’analisi statica non particolarmente
gravosi rispetto a quelli dell'analisi modale



Considerazioni:
analisi statica o analisi modale?

La NTC, parlando di tipo di analisi, indica che

Per le sole costruzioni la cui risposta sismica, in ogni direzione
principale, non dipenda significativamente dai modi di vibrare
superiori, e possibile utilizzare, sia su sistemi dissipativi sia su
sistemi non dissipativi, il metodo delle forze laterali o “analisi
lineare statica”

Il riferimento a "risposta che non dipende dai modi superiori"
e concettualmente corretto, ma richiede buona conoscenza
del problema per capirlo

NTC, punto 7.3.3.2



Considerazioni:
analisi statica o analisi modale?

Subito dopo, la NTC indica che I'analisi lineare statica puo
essere usata a condizione che:

- il periodo del modo principale non superi 2.5 T,
- la costruzione sia regolare in altezza

Nota: il riferimento alla regolarita in altezza non e coerente con gli studi
teorici, che evidenziano 'importanza della regolarita in pianta

Questo € un esempio di come la normativa
tratti in maniera poco corretta gli aspetti
connessi alla regolarita (o0 mancanza di
regolarita)

NTC, punto 7.3.3.2



Esempio

Confronto analisi statica - modale



Confronto analisi statica — modale
Edificio con travi emergenti

trave emergente 30 x 50

m=60t
ilastri 30 x 30 Zona 3

m pilastri X
a,=0.158

m 30 x 30

m 30 x 40 Suolo B

m 30 x 50

— 30 x 60 Clas_f,g \dl
duttilita B

m 30 x 70

m 30 x 80

3.301 30 x 90

| 5.00 | 5.00 | 5.00 |




Periodi, accelerazioni spettrali, masse partecipanti

Edificio con travi emergenti

~—

>

Modo 1 Modo 2 Modo 3

T 1.183s 0.461s 0.259s

Se 0.0484 g 0.1145¢g 0.1145¢g
M*/M 70.1 % 13.7 % 51%




Forze statiche — modali [kN]
Edificio con travi emergenti

modale analisi
piano modo 1 modo 2 modo 3 statica
8 40.0 -39.1 19.5 50.6
7 35.8 -14.4 -14.9 44.3
6 28.1 18.6 -22.8 38.0
5 21.7 31.3 -4.0 31.6
4 16.0 32.1 12.5 25.3
3 10.6 25.4 18.2 19.0
2 5.7 15.1 13.7 12.7
1 1.8 5.0 5.1 6.3




Tagli statici — modali [kN]

Edificio con travi emergenti

piano analisi analisi differenza
modale statica %
8 59.2 50.6 -14.5
7 92.9 94.9 2.2
6 111.1 132.9 19.6
5 127.6 164.5 28.9
4 144.8 189.9 31.1
3 161.7 208.8 29.2
2 173.7 221.5 27.5
1 178.1 227.8 27.9




Confronto analisi statica - modale
Edificio con travi a spessore

trave a spessore 80 x 24
=60t

pilastri 30 x 30

30 x 30

30 x 40

30 x 50

30 x 60

30 x 70

3 |3 |3 (3 (3 |3 |3 |3

30 x 80

3.301 30 x 90
| 5.00 | 5.00 | 5.00 |




Periodi, accelerazioni spettrali, masse partecipanti

Edificio con travi a spessore

~—

>

Modo 1 Modo 2 Modo 3

T 1.738 s 0.604 s 0.328s

Se 0.0329¢g 0.0947 g 0.1145¢g
M*/M 70.9 % 11.8 % 5.4%




Forze statiche — modali [kN]
Edificio con travi a spessore

modale analisi
piano modo 1 modo 2 modo 3 statica
8 26.3 -30.3 20.4 34.5
7 24.1 -12.2 -12.5 30.1
6 20.1 11.6 -24.2 25.8
5 15.9 23.6 -6.2 21.5
4 11.5 25.4 12.9 17.2
3 7.3 19.9 19.6 12.9
2 3.6 11.2 14.4 8.6
1 1.0 3.4 5.0 4.3




Tagli statici — modali [kN]

Edificio con travi a spessore

piano analisi analisi differenza
modale statica %
8 45.0 34.5 -23.4
7 66.4 64.6 -2.7
6 78.7 90.4 15.0
5 89.6 112.0 25.0
4 100.0 129.2 29.2
3 112.3 142.1 26.5
2 121.9 150.7 23.6
1 125.3 155.0 23.7




