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Le strutture:
gradi di libertà statici

Le strutture, pur essendo in realtà continue, sono in genere viste 

come discretizzate, ovvero come:

• Insieme di nodi (liberi o vincolati)

• Collegati da elementi mono dimensionali 

(aste) o anche bi o tri-dimensionali

Gradi di libertà (statici):

• Le componenti di movimento consentite ai 

nodi

Nello spazio, un nodo non vincolato ha 6 gradi di libertà

Impalcati indeformabili riducono i gradi di libertà



Le strutture:
gradi di libertà dinamici

Con il movimento nascono forze d’inerzia, prodotto di massa per 

accelerazione:

• Le masse sono in realtà continue

• Vengono però considerate concentrate (nei 

nodi, negli impalcati)

Gradi di libertà dinamici:

• Le componenti di movimento consentite alle 

masse

Usualmente si ipotizzano impalcati indeformabili e masse solo a livello 

dell’impalcato. Vi sono in tal caso 3n gradi di libertà (se gli impalcati sono n ed il 

movimento è orizzontale)



Le strutture:
gradi di libertà statici e dinamici

Edifici (tridimensionali) con n impalcati

• Gradi di libertà statici: centinaia o migliaia

• Gradi di libertà dinamici: 3n 

Telai piani con n traversi

• Gradi di libertà statici: centinaia

• Gradi di libertà dinamici: n 

Telai monopiano

• Gradi di libertà statici: decine

• Gradi di libertà dinamici: 1 



Oscillazione libera
di schemi a più gradi di libertà



Strutture a più gradi di libertà

Le strutture reali hanno più gradi di libertà (dinamici)

• Per un telaio piano si possono assumere come parametri gli 

spostamenti dei traversi 

 

m1 

m2 

m3 

u1

u2

u3

Abbiamo in realtà più 

possibilità:

- Spostamenti assoluti 

dei traversi

- Spostamenti relativi 

tra i traversi (e la base)

- Altre possibilità che 

vedremo



Strutture a più gradi di libertà

Le strutture reali hanno più gradi di libertà (dinamici)

• Per un telaio piano si possono assumere come parametri gli 

spostamenti dei traversi 
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• Comportamento "statico": relazione tra forze e spostamenti
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Strutture a più gradi di libertà

Le strutture reali hanno più gradi di libertà (dinamici)

• Per un telaio piano si possono assumere come parametri gli 

spostamenti dei traversi 

 

m1 

m2 

m3 

u1

u2

u3

• Comportamento "dinamico": oscillazione libera

1 1 11 1 12 2 13 3

2 2 21 1 22 2 23 3

3 3 31 1 32 2 33 3
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m u k u k u k u

m u k u k u k u
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= − − −
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ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

= −m u k uɺɺ



Modi di oscillazione libera
(trattazione matematica)

L’equazione del moto, in termini matriciali, è analoga a quella 

dell’oscillatore semplice

0=+ ukum ɺɺ

)cos()( , ttu jjii ωφ=

La soluzione, in caso di moto libero, è un insieme di funzioni 

armoniche
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Modi di oscillazione libera
(trattazione matematica)

L’equazione del moto, in termini matriciali, è analoga a quella 

dell’oscillatore semplice
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Modi di oscillazione libera
(trattazione matematica)

L’equazione del moto, in termini matriciali, è analoga a quella 

dell’oscillatore semplice
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Questo è un sistema di equazioni omogeneo, cioè con termini 

noti nulli. In termini matriciali si scrive
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Modi di oscillazione libera
(trattazione matematica)

L’equazione del moto, in termini matriciali, è analoga a quella 

dell’oscillatore semplice
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Perché il sistema abbia soluzioni non banali (cioè diverse da 0) 

il determinante dei coefficienti deve essere nullo

( )2
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0− ω φ =k m

2

j
det( ) 0− ω =k m



Modi di oscillazione libera
(trattazione matematica)

Perché il sistema abbia soluzioni non banali (cioè diverse da 0) 

il determinante dei coefficienti deve essere nullo

2

j
det( ) 0− ω =k m

Occorre quindi trovare i valori ωj che annullano il 

determinante sopra indicato. In questa forma, è un problema 

matematico ben noto. I valori cercati sono denominati 

autovalori

- Se il sistema è costituito da n equazioni il determinante diventa 

un'equazione di grado n nell'incognita ωj
2

- L'equazione fornisce n soluzioni, cioè n valori di ωj



Modi di oscillazione libera
(trattazione matematica)

Perché il sistema abbia soluzioni non banali (cioè diverse da 0) 

il determinante dei coefficienti deve essere nullo

2

j
det( ) 0− ω =k m

Da questa condizione si determinano n autovalori, cioè n 

valori della frequenza angolare ωj e quindi del periodo proprio 

Tj corrispondente

Assegnato un autovalore si può risolvere il sistema e 
determinare le soluzioni φi,j cioè la deformata corrispondente 
descritta mediante un vettore φj

- Questi vettori φj sono detti autovettori

j

j

2
T

π=
ω



Modi di oscillazione libera
(significato fisico)

Modi di oscillazione libera della struttura

• Se si assegna una deformata iniziale qualsiasi

e si lascia la struttura libera di oscillare ... 

 

m1 

m2 

m3 

... la struttura si 

muove in maniera 

disordinata



Modi di oscillazione libera
(significato fisico)

Modi di oscillazione libera della struttura

• Se si assegna una deformata iniziale qualsiasi

e si lascia la struttura libera di oscillare ... 
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m2 
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... la struttura si 

muove in maniera 

disordinata

 

altro esempio



Modi di oscillazione libera
(significato fisico)

Modi di oscillazione libera della struttura

• Se si assegna una particolare deformata iniziale

e si lascia la struttura libera di oscillare ... 

 

m1 

m2 

m3 

... la struttura si muove 

mantenendo la forma 

della deformata ed 

oscilla con un periodo 

ben preciso

T = periodo di oscillazione libera

Questo è un “modo di oscillazione libera”



Modi di oscillazione libera
(significato fisico)

Questo è un “modo di oscillazione libera”

• Se si assegna una particolare deformata iniziale

e si lascia la struttura libera di oscillare ... 

 

m1 

m2 

m3 

... la struttura si muove 

mantenendo la forma 

della deformata ed 

oscilla con un periodo 

ben preciso

T = periodo di oscillazione libera

 

altro esempio



Modi di oscillazione libera

Telaio piano (con traversi inestensibili):

numero di modi di oscillazione libera = numero di piani

 

m1 

m2 

m3 
 

Primo modo 

T1 

 

Secondo modo 

T2 

 

Terzo modo 

T3 



Modi di oscillazione libera

Telaio spaziale (con impalcati indeformabili nel piano):

• numero di modi di oscillazione libera = 3 x numero di piani

Se la pianta ha due assi di simmetria, i modi di 

oscillazione libera sono disaccoppiati:

- n modi di traslazione in una direzione

Vista dell’edificio, 

dall’alto
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Modi di oscillazione libera

Telaio spaziale (con impalcati indeformabili nel piano):

• numero di modi di oscillazione libera = 3 x numero di piani

Se la pianta ha due assi di simmetria, i modi di 

oscillazione libera sono disaccoppiati:

- n modi di traslazione in una direzione

- n modi di traslazione nell’altra direzione

- n modi di rotazione

Vista dell’edificio, 

dall’alto



Modi di oscillazione libera

Telaio spaziale (con impalcati indeformabili nel piano):

• numero di modi di oscillazione libera = 3 x numero di piani

Se la pianta non ha assi di simmetria e non ci si è 

sforzati per bilanciarne il comportamento, i modi di 

oscillazione libera sono accoppiati



Modi di oscillazione libera

Telaio spaziale (senza impalcati indeformabili nel piano):

Il numero di modi di oscillazione libera è molto 

maggiore 


