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Introduzione 

In occorrenza di eventi sismici le strutture planimetricamente irregolari 
hanno subito danni quasi sempre più consistenti di quelli riscontrati 
negli schemi simmetrici. Tali danni, che interessano sia gli elementi non 
strutturali che le membrature resistenti, si concentrano generalmente 
sul perimetro dell’edificio. Tutto ciò denuncia in maniera inequivocabile 
l’incapacità delle normative di prevedere tanto la risposta elastica che 
inelastica degli schemi torsionalmente accoppiati. Le lezioni impartite 
dai terremoti verificatisi nel passato ed i notevoli costi sostenuti, in 
termini di perdita di vite umane e di risorse economiche, hanno spinto 
ricercatori di tutto il mondo a studiare il comportamento di tali struttu-
re e ad ideare tecniche che consentano di ricondurre le loro prestazioni 
sismiche a quelle dei sistemi traslanti. 

Fin dall’inizio la soluzione del problema apparve numericamente 
complessa; pertanto si pensò di utilizzare uno schema semplice ma al 
tempo stesso capace di descrivere gli aspetti peculiari dei fenomeni che 
si andavano ad indagare: lo schema monopiano. Questo è costituito da 
un impalcato, rigido nel proprio piano, sostenuto da elementi resistenti 
dotati di rigidezza solo nel proprio piano. Il legame costitutivo di tali e-
lementi è “indefinitamente elastico” o “elastico perfettamente plastico”, 
a seconda che si voglia studiare il comportamento sismico in campo ela-
stico o inelastico. 

La semplicità del modello monopiano ha consentito di acquisire un 
notevole bagaglio di conoscenze sulla risposta sismica delle strutture 
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con irregolarità planimetrica. In particolare sono stati individuati i pa-
rametri che governano la risposta elastica di tali sistemi32, gli effetti dei 
fenomeni di accoppiamento latero-torsionale sui diversi parametri di ri-
sposta1, 3, 32, le eccentricità di progetto che consentono di cogliere la ri-
sposta mediante analisi statica1, 3, 5, 13, 17. Studiando la risposta sismica 
di schemi con elementi resistenti dotati di un legame elastico perfetta-
mente plastico è stato mostrato il carattere maggiormente traslazionale 
della risposta inelastica (a confronto con quella elastica), nonché i mec-
canismi che producono tali differenze di comportamento28. Modificando 
la ripartizione del taglio resistente tra gli elementi di un sistema asim-
metrico ed osservandone gli effetti sulla risposta si è mostrato che, a-
gendo su di essa non è possibile condizionare in maniera rilevante gli 
spostamenti, mentre si riesce a modificare radicalmente la distribuzione 
in pianta della richiesta di duttilità. Queste conoscenze sono state uti-
lizzate per formulare metodologie di progetto6, 22, 58, 60, più o meno effica-
ci, che cercano di cogliere un duplice obiettivo: evitare escursioni plasti-
che per sismi di modesta intensità ed assicurare richieste di duttilità 
massime non superiori a quella riscontrata in presenza di sola trasla-
zione in occorrenza di terremoti severi. 

Negli ultimi anni si è diffusa la convinzione che, poiché lo schema 
monopiano descrive in maniera poco realistica il comportamento degli 
edifici reali, sia necessario verificare i risultati conseguiti studiando la 
risposta sismica dei più realistici schemi multipiano15, 42, 48. Di tale pare-
re è anche lo scrivente, pertanto le ricerche sulla risposta sismica degli 
edifici asimmetrici, contenute nella presente tesi, sono state condotte 
essenzialmente utilizzando tali schemi. 

Una grossa difficoltà che s’incontra nello studio degli edifici multi-
piano asimmetrici consiste nella mancanza di centri di riferimento vali-
di. Mentre per un sistema monopiano esiste un unico centro di riferi-
mento, noto col nome di centro elastico, la letteratura propone diversi 
centri di riferimento per i sistemi multipiano (i centri di rigidezza di 
piano6, 30, i centri di torsione di piano30, i centri di taglio di piano6, 30, , i 
baricentri delle rigidezze di piano20 ed i centri di resistenza di piano33). 
Dopo aver mostrato che ciascuno di tali punti possiede solo alcune delle 
proprietà del centro elastico, si è assunto quale riferimento dell’edificio 
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l’asse di torsione ottimale definito da Anastassiadis e Makarios38, 39. Gli 
studi condotti in tale ambito hanno portato alla formulazione di relazio-
ni analitiche che consentono la sua determinazione (gli autori, invece, 
proponevano un metodo approssimato). Un notevole impegno è stato de-
dicato agli edifici regolarmente asimmetrici; dopo aver generalizzato la 
definizione che di tale classe di edifici era stata data da Hejal e Cho-
pra32, si è dimostrato analiticamente che, sotto determinate condizioni, 
anche edifici con matrici di rigidezza non proporzionali possiedono le 
buone proprietà dei sistemi regolarmente asimmetrici. 

Volendo analizzare anche la risposta inelastica dei sistemi asimme-
trici, si è ritenuto utile, oltreché interessante, confrontare il comporta-
mento inelastico di un sistema ad un grado di libertà dotato di un lega-
me costitutivo elastico perfettamente plastico (elemento resistente del 
sistema monopiano) con quello di un telaio piano a sei livelli (assunto 
quale elemento resistente di un sistema a più piani con struttura inte-
laiata). Tale confronto ha messo in luce una serie di fenomeni che si 
presentano nei sistemi multipiano (presenza di sovraresistenza nelle se-
zioni, formazione non contemporanea delle cerniere plastiche, legame 
taglio-spostamento curvilineo, ecc.), e che non possono essere simulati 
utilizzando gli schemi monopiano. Ciò avvalora la necessità, già avverti-
ta da diversi studiosi, di utilizzare modelli più realistici nello studio dei 
sistemi asimmetrici. Le riflessioni riportate in questa parte della tesi 
sono state utili, inoltre, per individuare un modello strutturale, suffi-
cientemente realistico ma non eccessivamente complesso, da utilizzare 
nella rimanente parte del lavoro. 

Una delle problematiche che ha destato un grande interesse nella 
comunità scientifica è la ricerca di strumenti di progettazione che con-
sentano di conferire alle strutture asimmetriche prestazioni sismiche 
analoghe a quelle dei sistemi traslanti. Gli studi condotti in passato, su 
sistemi tra l’altro poco realistici (sistemi monopiano, sistemi multipiano 
con travi rigide), hanno portato generalmente alla formulazione di me-
todi che implicano l’uso dell’analisi statica6, 58, 60. Ghersi e Rossi22, inve-
ce, propongono una metodologia che prevede la determinazione delle sol-
lecitazioni sismiche di progetto utilizzando l’analisi modale. Nonostante 
le osservazioni di Duan e Chandler16, i quali ritengono l’analisi modale 
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poco efficace nel progetto delle strutture asimmetriche, è opinione di chi 
scrive che, introducendo le dovute correzioni, tale tipo di analisi consen-
ta di ottenere prestazioni sismiche adeguate, sia in campo elastico che 
inelastico. Se a questo si aggiunge che attualmente essa può essere ese-
guita senza rilevanti difficoltà anche per strutture spaziali è logico con-
cludere che sarebbe bene incentivarne l’uso. 

Allo scopo di dimostrare la veridicità di queste affermazioni sono 
state confrontate le prestazioni sismiche di sistemi mono e multipiano 
progettati con entrambi i tipi di analisi. Questi sono stati utilizzati sia 
senza che con eccentricità di progetto, valutate mediante le relazioni di 
Duan e Chandler per l’analisi statica e quelle proposte da Ghersi e Rossi 
per l’analisi modale. È stata inoltre proposta una nuova metodologia che 
prevede la valutazione delle sollecitazioni sismiche di progetto invilup-
pando quelle determinate mediante un’analisi modale spaziale della 
struttura con quelle che nascono quando è impedita la rotazione degli 
impalcati. Tale procedura presenta senz’altro grossi vantaggi sotto 
l’aspetto pratico. A differenza degli altri metodi, infatti, non richiede la 
conoscenza dell’eccentricità strutturale es e del rapporto tra le frequenze 
torsionali e laterali Ωθ, parametri rigorosamente determinabili solo per 
sistemi regolarmente asimmetrici. 

I risultati confermano la superiorità dell’analisi modale quale stru-
mento per il progetto delle strutture asimmetriche e la validità della 
procedura proposta; mettono inoltre in luce fenomeni caratteristici degli 
edifici multipiano, non prevedibili sulla base delle conoscenze acquisite 
con modelli monopiano. 



Capitolo 1 
RISPOSTA ELASTICA DI STRUTTURE 
MONOPIANO 

1. Risposta elastica di sistemi asimmetrici monopiano 

In passato, in una cospicua quantità di lavori, la risposta elastica di edi-
fici irregolari in pianta è stata studiata utilizzando modelli monopiano. 
Tali modelli semplificati sono costituiti da un impalcato rigido nel pro-
prio piano, in cui è concentrata la massa, sostenuto da elementi resi-
stenti inestensibili, che spesso sono dotati di rigidezza solo nel proprio 
piano (Figura 1.1). 

Le proprietà inerziali di un tale sistema sono descritte dalla massa 
totale m, dal raggio d’inerzia delle masse rm e dalla posizione del centro 
di massa CM. La posizione del centro elastico CR, le rigidezze traslaziona-
li Kx e Ky, la rigidezza torsionale KθR rispetto CR, da cui è possibile rica-
vare i raggi d’inerzia delle rigidezze ykx KKr θ=  ed xky KKr θ= , 

definiscono le sue proprietà di rigidezza. Detti parametri possono essere 
agevolmente valutati una volta definita la posizione e la rigidezza degli 
elementi resistenti. Ricordiamo che per centro elastico del sistema 
s’intende quel punto dell’impalcato che possiede le seguenti proprietà: 

1. esso coincide con il punto in cui bisogna applicare una forza per 
ottenere una traslazione dell’impalcato (centro di rigidezza); 
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2. inoltre esso coincide con il punto intorno al quale avviene la rota-
zione dell’impalcato quando ad esso è applicata una coppia tor-
cente (centro di torsione); 

3. in esso risulta applicato il risultante dei tagli che insorgono negli 
elementi resistenti quando si imprime all’impalcato una semplice 
traslazione (centro di taglio); 

4. infine, visto che la rigidezza del generico elemento di un sistema 
monopiano è una quantità scalare il suo centro elastico coincide 
con il baricentro delle rigidezze. 

Normalmente il sistema presenta simmetria rispetto all’asse X mentre 
l’eccentricità nella direzione ortogonale è ottenuta, o adottando distribu-
zioni di rigidezza non simmetriche rispetto all’asse Y passante per il ba-
ricentro geometrico, un tale sistema verrà in seguito denominato con la 
sigla SES (Stiffness Eccentricity Systems), oppure ipotizzando distribu-
zioni di massa tali che il proprio baricentro risulti distinto dal centro e-
lastico, denominato in seguito MES (Mass Eccentricity Systems). 
L’azione sismica si suppone agente lungo la direzione Y e pertanto essa 
innescherà oltre ai moti traslazionali in direzione Y anche moti torsio-
nali attorno all’asse Z. Ovviamente non verranno attivati i moti trasla-
zionali in direzione X per cui, ove non espressamente specificato, i pa-
rametri di seguito utilizzati si riferiranno alla direzione Y. 

 Z

 ( )tgu&&

 es

 Y

 X
 CM

 CR ≡ CG

 (a)

         

 Z

 ( )tgu&&

 es

 Y

 X

 CM ≡ CG  CR

 (b)

 
Figura 1.1. Sistemi monopiano monosimmetrici; (a) con eccentricità delle 

masse, (b) con eccentricità delle rigidezze. 

In passato i diversi ricercatori che si sono occupati del problema hanno 
scelto l’origine del sistema di riferimento coincidente o con il centro ge-
ometrico dell’impalcato CG, o con il centro elastico CR, oppure con il cen-
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tro di massa CM. Ciò purtroppo ha portato a risultati spesso non facil-
mente confrontabili. 

I primi studi sui sistemi monopiano asimmetrici hanno consentito 
di individuare quali sono i parametri che governano la loro risposta ela-
stica, quali sono gli effetti del fenomeno dell’accoppiamento latero-
torsionale sulla risposta strutturale e di valutare in che misura i sud-
detti parametri influenzano tale fenomeno. Una trattazione esauriente 
di queste problematiche si trova in un lavoro di Hejal e Chopra32 del 
1987. 

Qui gli autori, scrivendo le equazioni del moto di un generico siste-
ma monopiano, mettono in evidenza che la sua risposta globale dipende 
esclusivamente dall’eccentricità propria del sistema es, definita come la 
distanza tra centro elastico e centro di massa, dal rapporto tra la fre-
quenza torsionale θω  e quella traslazionale yω  del corrispondente si-
stema disaccoppiato mky rr // =ωω=Ω θθ  (il corrispondente sistema bi-
lanciato si ottiene da quello asimmetrico spostandone il centro di massa 
fino a farlo coincidere col centro elastico), dal periodo del sistema disac-
coppiato yy KmT /2π=  e dal rapporto di smorzamento ν; essa pertan-

to, a parità di tali parametri, è del tutto indipendente dalle caratteristi-
che dei singoli elementi resistenti che hanno rilevanza solo sulle azioni 
interne che insorgono in essi. 

Successivamente gli stessi, al fine di valutare gli effetti 
dell’accoppiamento latero-torsionale sulla risposta del generico sistema 
asimmetrico, ne studiano la risposta mediante il metodo di sovrapposi-
zione delle risposte modali e la confrontano con quella del corrisponden-
te sistema traslante. Particolare attenzione è stata rivolta alla scelta del 
criterio di combinazione dei massimi modali. Infatti, poiché nei sistemi 
spaziali asimmetrici sono frequenti i casi in cui le frequenze naturali 
sono tra loro vicine la regola della radice quadrata della somma dei 
quadrati (SRSS), generalmente consigliata dalle normative antisismi-
che, risulta inadeguata e va quindi rimpiazzata con criteri di combina-
zione più sofisticati come quello della combinazione quadratica completa 
(CQC) utilizzato dagli autori. 
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0.0

1.0

-L /2   L /20-L /2   L /20-L /2   L /20-L /2   L /20  
Figura 1.2. Spostamenti elastici normalizzati di sistemi monopiano asimmetri-

ci 

L’accoppiamento tra le componenti laterale e torsionale dei modi di vi-
brazione del sistema è modesto per sistemi torsionalmente rigidi 
( 1>Ωθ ) e per sistemi flessibili torsionalmente se l’eccentricità è piccola; 
per questi sistemi ciascun modo di vibrazione è prevalentemente trasla-
zionale o torsionale, essi pertanto se sottoposti ad un’eccitazione sismica 
traslazionale subiscono moti torsionali di modesta entità. 

La presenza dei fenomeni di accoppiamento prima citati produce la 
variazione degli spostamenti massimi dell’impalcato rispetto allo spo-
stamento uo del corrispondente sistema traslante. Si osserva che il dia-
gramma dei massimi spostamenti nella direzione del sisma è sempre 
curvilineo con il lato convesso rivolto verso il basso (Figura 1.2). 
L’andamento di tale diagramma è prossimo a quello lineare nei sistemi 
torsio-rigidi mentre in tutti gli altri casi è marcatamente curvilineo. Il 
massimo spostamento dell’elemento del lato flessibile è generalmente 
maggiore di uo mentre quello del lato rigido è maggiore o minore di uo a 
seconda che il sistema sia torsio-flessibile o torsio-rigido. Le azioni in-
terne del generico elemento resistente sono proporzionali al corrispon-
dente spostamento a livello dell’impalcato. Pertanto esse risulteranno 
superiori od inferiori rispetto a quelle che si riscontrano nel corrispon-
dente sistema bilanciato a seconda della posizione che essi occupano e 
della rilevanza dei moti torsionali. In generale, così come per gli spo-

u/uo 
Ωθ = 0.6 

Ωθ = 1.4 

CR CM 

 es = 0.15L 

Ωθ = 1.0 
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stamenti, gli effetti dell’accoppiamento latero-torsionale crescono con 
l’eccentricità, risultando più pronunciati nei sistemi con frequenze late-
rale e torsionale coincidenti (Ωθ = 1.0). 

2. Eccentricità convenzionali per la valutazione della risposta 
elastica di sistemi asimmetrici mediante analisi statica 

Benché l’analisi modale possa essere attualmente eseguita senza rile-
vanti difficoltà anche per strutture spaziali, quasi tutte le normative an-
tisismiche consentono ancora l'uso dell’analisi statica nella progettazio-
ne di edifici planimetricamente irregolari, in virtù della sua semplicità 
applicativa e dell’esperienza maturata dagli ingegneri nel suo impiego. 
Ciò ha spinto molti ricercatori ad elaborare metodologie in grado di co-
gliere mediante analisi statica l’effetto dei moti torsionali sulla risposta 
dei sistemi asimmetrici. Tali metodologie sono sempre basate sull’uso di 
eccentricità convenzionali definite mediante criteri di equivalenza tra le 
risposte statica e dinamica dei sistemi in questione. 

Tra queste eccentricità ricordiamo l’eccentricità dinamica ed, defini-
ta da diversi autori28, 32 come la distanza dal centro elastico alla quale 
deve essere applicato il taglio ayoo SmFV ⋅==  del corrispondente siste-
ma bilanciato per ottenere il massimo momento torcente RT  rispetto a 
CR che si registra alla base del sistema durante il sisma. Questa coinci-
de con l’eccentricità e’f, recentemente definita in un lavoro di Anastas-
siadis, K., et al.1 come l’eccentricità rispetto a CR con cui deve essere ap-
plicata la forza ayo SmF ⋅=  affinché la rotazione statica da essa prodotta 
uguagli quella massima dinamica. 

Altre eccentricità convenzionali sono state definite confrontando gli 
spostamenti dinamici d’impalcato del generico sistema asimmetrico con 
quelli prodotti da una forza statica che agisce con eccentricità assegnata 
eo (Figura 1.3). 

Basandosi su tale confronto De Stefano et al.13 propongono la valu-
tazione approssimata degli spostamenti dinamici sottoponendo il siste-
ma all’azione di una forza statica equivalente F* che agisce con 
un’eccentricità equivalente e* rispetto al baricentro geometrico 
dell’impalcato. La forza F* e l’eccentricità e* coincidono con quelle asso-
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ciate alla deformata lineare che interpola il diagramma dei massimi 
spostamenti dinamici. In simboli: 

( )Ry CuKF ⋅=*  (1a) 

( )R

rf
k Cu

uu
re

−
⋅= 2*  (1b) 

dove u(CR), uf ed ur rappresentano rispettivamente gli spostamenti mas-
simi dinamici del centro elastico, del lato flessibile e del lato rigido del 
sistema in questione. La valutazione di tali spostamenti è immediata in 
quanto l’equazione diagramma degli spostamenti dinamici di un siste-
ma monopiano asimmetrico è nota in forma chiusa. Purtroppo però 
l’ambito di applicazione della e*, come osservano gli stessi autori, è limi-
tato ai soli sistemi rigidi torsionalmente ed ai sistemi torsionalmente 
deformabili con piccola eccentricità (sostanzialmente in tutti quei casi 
dove l’accoppiamento latero-torsionale è modesto). Infatti solo in questi 
casi l’andamento del diagramma degli spostamenti dinamici è prossimo 
a quello lineare e quindi può essere colto mediante un’unica analisi sta-
tica con un accettabile grado di approssimazione. 

I limiti dell’analisi statica appena evidenziati possono essere supe-
rati se la risposta del sistema viene valutata come inviluppo di due ana-
lisi statiche associate alle due eccentricità equivalenti ef ed er.1, 3. I crite-
ri di equivalenza che portano alla determinazione di queste eccentricità 
possono essere facilmente compresi osservando che il diagramma di 
spostamenti causato dall’applicazione di una forza oF  con eccentricità eo 
può essere ottenuto sovrapponendo, il diagramma di spostamenti co-
stanti yoo KFu /=  ottenuto applicando la forza in CR ed il diagramma di 
spostamenti corrispondente ad una rotazione dell’impalcato attorno a 
CR pari a θ⋅=θ KeF ooo /  (Figura 1.3a). 

È chiaro che se la forza è applicata in CR il secondo diagramma si 
annulla e pertanto gli spostamenti dei due lati dell’impalcato diverran-
no uguali ad uo, invece, se ciò non avviene lo spostamento di ciascun lato 
assumerà valore maggiore o minore di uo a seconda del segno 
dell’eccentricità oe . Allora variando opportunamente eo è possibile im-
porre ai lati dell’impalcato qualunque valore di spostamento. Esisterà 
dunque un valore dell’eccentricità ef per cui lo spostamento statico del 
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lato flessibile uguaglia lo spostamento massimo dinamico dello stesso 
lato, ed ancora un valore er per cui lo spostamento statico del lato rigido 
uguaglia il corrispondente spostamento massimo dinamico. Si osserva 
inoltre che l’inviluppo dei diagrammi di spostamento relativi ad ef ed er 
risulta in ogni punto dell’impalcato non minore del corrispondente spo-
stamento dinamico (Figura 1.3b) in quanto il massimo spostamento di-
namico di CR è sempre minore di u o1, 32. 

Infine se con es si indica l’eccentricità strutturale del sistema le 
quantità fsf eee −=Δ  e rsr eee −=Δ  denominate da Calderoni et al.3 ec-

centricità correttive rappresentano l’eccentricità con cui la forza Fo deve 
essere applicata rispetto al centro di massa CM per ottenere 
l’uguaglianza tra gli spostamenti statici e dinamici rispettivamente al 
lato flessibile ed al lato rigido. 
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Figura 1.3. Spostamenti dell’impalcato. 

3. Metodi semplificati di normativa 

I codici antisismici, che sono basati prevalentemente su studi elastici di 
sistemi monopiano, consentono la valutazione approssimata della rispo-
sta alle azioni sismiche di sistemi irregolari in pianta utilizzando 
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l’analisi statica. Tale risposta si ottiene come l’inviluppo dei risultati di 
due analisi statiche dove le forze orizzontali equivalenti al sisma vengo-
no applicate con due eccentricità di progetto rispetto al centro elastico 
CR. Le semplici relazioni che forniscono le eccentricità di progetto, di se-
guito denominate emax ed emin, per alcuni codici (N.B.C.C. 9045, 
N.Z.S. 9247), possono essere espresse nella seguente forma, dove i coeffi-
cienti α, δ e β assumono valori differenti per ciascuna normativa: 

Lee s ⋅β+⋅α=max  (2a) 

Lee s ⋅β−⋅δ=min  (2b) 
Il termine L⋅β , definito eccentricità accidentale, è stato introdotto per 
tenere conto delle incertezze sulla distribuzione dei carichi variabili e 
dei carichi permanenti, nonché delle differenze che vi possono essere tra 
i valori reali e quelli assunti per la rigidezza e la resistenza degli ele-
menti strutturali. Sia la normativa canadese che quella neozelandese 
assumono tale eccentricità pari al 10% della dimensione dell’impalcato 
lungo la direzione ortogonale al sisma (β = 0.10). Nelle due relazioni che 
forniscono i valori delle eccentricità di progetto l’eccentricità accidentale 
appare con segni diversi, infatti il carattere aleatorio dei fenomeni che 
la determinano non consente di prevedere in che verso si sposteranno 
CM e CR. 

Il coefficiente α viene introdotto per tener conto dell’amplificazione 
dinamica della risposta torsionale che, soprattutto nei sistemi con 
Ωθ = 1.0, produce al lato flessibile spostamenti sensibilmente maggiore 
di quelli che si ottengono applicando staticamente la forza sismica in 
corrispondenza del centro di massa. Di tale fenomeno la NBCC 90 tiene 
conto incrementando l’eccentricità strutturale del 50% (α = 1.5) indi-
pendentemente dal valore di Ωθ che caratterizza la struttura, mentre la 
NZS 92 trascura l’esistenza dei fenomeni di amplificazione ponendo 
α = 1.0.  

Infine assegnando a δ valori inferiori ad uno è possibile prevedere i 
maggiori spostamenti che si registrano al lato rigido (soprattutto nei si-
stemi torsio-flessibili) rispetto a quelli causati dall’applicazione della 
forza sismica in CM. Una tale scelta, inoltre, consente di evitare eccessi-
ve riduzioni di resistenza degli elementi del lato rigido, deleterie sul 
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comportamento inelastico della struttura. Tenendo conto di tali fenome-
ni la NBCC 90 assume δ pari 0.5 mentre la NZS 92 che non se ne preoc-
cupa lo pone pari ad 1.0. 

Sia l’UBC 9753 che le norme SEAOC 9652 propongono eccentricità di 
progetto che formalmente possono essere espresse mediante le (2) asse-
gnando α = δ = 1.0 e β = 0.05, tuttavia a differenza delle precedenti 
norme si impone un incremento di Lβ  per i sistemi torsio-flessibili. In 
particolare l’eccentricità accidentale va amplificata quando, applicata la 
forza sismica con un’eccentricità pari ad es più l’eccentricità accidentale, 
il rapporto tra il massimo spostamento relativo tra i due estremi 
dell’impalcato e il suo spostamento medio risulta maggiore di 1.2. Il co-
efficiente amplificativo viene indicato col simbolo Ax e si calcola con le 
seguente formula: 

2
max

2.1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ⋅

δ
=

med
xA  (3) 

Il rapporto medδδ /max  è sostanzialmente legato all’eccentricità del si-
stema ed al rapporto tra la rigidezza torsionale e la rigidezza traslazio-
nale della struttura. Esso cresce con es e con il ridursi del rapporto Ωθ. 
Quindi, con l’introduzione del coefficiente Ax, le norme americane in-
crementano gli spostamenti di progetto degli elementi di estremità so-
prattutto negli edifici torsio-flessibili a grande eccentricità, che sono no-
toriamente più sensibili ai fenomeni di accoppiamento latero-torsionale. 

L’Eurocodice 818, pur basandosi sulla stessa logica, propone relazio-
ni diverse per il calcolo di emax ed emin: 

( ) 12 eeee smax ++=  (4a) 

1eee smin −=  (4b) 
dove 1e  rappresenta l’eccentricità accidentale, posta uguale a 0.05 L, 
mentre 2e  va calcolato mediante le relazioni proposte da Muller e Kein-
tzel34 in funzione delle dimensioni dell’impalcato B ed L, 
dell’eccentricità strutturale se , del raggio d’inerzia delle masse mr , e del 
raggio d’inerzia delle rigidezze kr come il minimo tra i due seguenti valo-
ri: 

( ) ( )BLLeBLe s +⋅≤⋅⋅+⋅= 1.0/101.02  (5a) 
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Bisogna osservare che le due eccentricità potrebbero essere espresse 
mediante relazioni formalmente uguali alle (2), tuttavia i coefficienti 
che vi figurerebbero non sarebbero costanti. 

Anche in questo caso, attraverso i raggi d’inerzia delle masse e delle 
rigidezze, si fa dipendere l’eccentricità di progetto anche dal rapporto 
Ωθ, che come è noto influenza la risposta elastica dei sistemi asimmetri-
ci in maniera rilevante. Tuttavia mentre gli stessi autori17 delle formule 
puntualizzano che esse consentono di cogliere gli effetti 
dell’accoppiamento latero-torsionale solo sugli spostamenti del lato fles-
sibile nei sistemi torsio-rigidi, l’Eurocodice ne consente l’uso senza alcu-
na limitazione e non si preoccupa di fornire un’eccentricità di progetto 
emin che consenta di valutare correttamente gli spostamenti di progetto 
degli elementi del lato rigido. 

Nonostante il principio che ha ispirato i vari codici sia corretto, for-
se la volontà di fornire ai progettisti poche e semplici relazioni ha porta-
to a formulare eccentricità di progetto che non sempre risultano adegua-
te. Così esse risultano spesso eccessivamente conservative o peggio in-
sufficienti. Tale problema è stato affrontato da diversi studiosi1, 3, i quali 
hanno sviluppato metodologie che, seppur più macchinose di quelle pro-
poste dalle norme, consentono sempre di valutare mediante analisi sta-
tica la risposta elastiche di strutture asimmetriche con un accettabile 
grado di approssimazione. 

4. Analisi statica di sistemi asimmetrici: metodologia proposta 
da B. Calderoni et al3 

I limiti delle normative nell’analisi delle strutture asimmetriche sono 
stati ben messi in evidenza da Calderoni B. et al3, partendo dallo studio 
della risposta del sistema monopiano asimmetrico già descritto in pre-
cedenza (Figura 1.1) sottoposto ad azione sismica lungo la direzione or-
togonale al suo asse di simmetria. 

I massimi spostamenti dei due lati dell’impalcato possono essere de-
terminati mediante l’analisi modale. Assumendo come gradi di libertà 
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del sistema lo spostamento u  del centro di massa dell’impalcato e la sua 
rotazione θ , le equazioni del moto del sistema in forma adimensionaliz-
zata assumono la seguente forma: 

gysy UEUU &&&& −=θω+ω+ 22  (6a) 

( ) 022222 =θω++ω+θ yskysm ERUER &&  (6b) 

dove 

L
uU = , 

L
eE s

s = , 
L
rR m

m = , 
L
rR k

k =   

Le frequenze naturali ( )2,1=ω jj , adimensionalizzate rispetto alla fre-
quenza del sistema traslante yω  sono: 

( )
2

222222222

2
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m

kmskmskm
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j R

RRERRERR
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ω

ω
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m
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Le relazioni che legano le componenti jU  e jθ  dei due modi di vibrazio-
ne sono: 

j
s

j
j U

E
⋅

−Ω
=θ

12

 (8) 

mentre i fattori di partecipazione modale sono: 

222
jmj

j
j RU

U
G

θ⋅+
=  (9) 

I massimi spostamenti modali dei gradi di libertà possono essere dati in 
forma adimensionale mediante le seguenti relazione: 

2
2

j

j
jyajj

U
GLSU

Ω
⋅⋅⋅ω⋅= , 2

22

j

j
mjyajj RGLS

Ω

θ
⋅⋅⋅⋅ω⋅=θ  (10) 

Infine, si possono valutare i massimi spostamenti dei due lati 
dell’impalcato combinando mediante il criterio di combinazione CQC i 
valori relativi ai due modi di vibrazione: 

j
f

jfj L
L

UU θ⋅−= , j
r

jrj L
LUU θ⋅+=  (11) 
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Se, adesso, si calcola la risposta statica dello stesso sistema sottoposto 
all’azione della forza Fo applicata nel centro di massa si determinano i 
seguenti spostamenti, funzione della forza normalizzata LK/FF yoo ⋅= : 
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, 2
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s
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EF
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⋅−=θ  (12) 

Ricavando da questi gli spostamenti dei due lati dell’impalcato ci si ac-
corge che in generale essi non coincidono con quelli reali, determinati 
mediante l’analisi modale: 
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Quindi per ottenere, ad esempio, l’uguaglianza degli spostamenti al lato 
flessibile bisognerebbe applicare la forza rispetto al centro di rigidezza 
non con l’eccentricità es ma con un’eccentricità fsf eee Δ−=  (Figura 1.3). 
Ricordiamo che lo spostamento del centro di massa e la rotazione 
d’impalcato prodotti da un coppia eFM oo Δ⋅=  sono pari a: 

2
k

s
oM R

EEFU ⋅Δ⋅−= , 2
1

k
oM R

EF ⋅Δ⋅=θ  (14) 

Gli spostamenti dei due lati dell’impalcato causati dalla coppia, 
nell’ipotesi che l’eccentricità normalizzata della (14) sia unitaria, sono: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+−= 22,

1
k

f

k

s
oMf RL

L
R
EFU

o
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−−= 22

2

,
1

k

r

k

s
oMr RL

L
R
EFU

o
 (15) 

Sommando lo spostamento dovuto alla coppia moltiplicato per fEΔ  con 
quello provocato dalla forza Fo ed imponendo l’uguaglianza con lo spo-
stamento dinamico Uf è possibile ricavare il valore corretto di fEΔ  e 
quindi di ef. Ragionando in maniera analoga sul lato rigido è possibile 
determinare rEΔ  ed rsr eee Δ−= . 
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Le operazioni compiute sin qui sono state generalizzate ed ordinate da 
Calderoni et al.3, 5 in maniera da costituire i passi successivi di una 
semplice procedura per il calcolo delle eccentricità correttive.  

Gli autori hanno, quindi, effettuato un’ampia analisi numerica con-
siderando cinque valori di Rm (variabile tra 0.3 e 0.7). Per ciascuno di 
essi Rk varia tra Rm − 0.20 ed Rm + 0.20, mentre l’eccentricità Es varia 
tra 0 e 0.20. Sono stati inoltre considerati diversi spettri di risposta (co-
stante, iperbolico, costante-iperbolico) al fine di mettere in evidenza la 
dipendenza delle eccentricità correttive dallo forma spettro. Per ciascu-
no di tali sistemi sono state valutate le eccentricità correttive normaliz-
zate fEΔ  e rEΔ  sia mediante la procedura esposta che utilizzando le 
prescrizioni dell’EC8 e delle norme SEAOC. 

I risultati così ottenuti, sono riportati su diagrammi a curve di livel-
lo in funzione dell’eccentricità Es e del rapporto mk RR /=Ωθ . La 
Figura 1.4 mostra i risultati relativi allo spettro di risposta di tipo co-
stante-iperbolico mentre sulla Figura 1.5 sono state riportate le eccen-
tricità stabilite dalle norme prima citate. 

Si può osservare che l’analisi statica, se applicata senza le dovute 
eccentricità correttive, sottostima fortemente lo spostamento del lato 
flessibile (di oltre il 40%) quando l’eccentricità propria è modesta ed θΩ  
è prossimo all’unità (Figura 1.4a). La correzione da apportare, invece, 
risulta più contenuta nel caso di sistemi torsio-rigidi, soprattutto se 
l’eccentricità è elevata. Nel caso di sistemi torsio-flessibili la correzione 

feΔ  è sempre modesta, anzi in genere con lo spettro considerato 
l’analisi statica applicata in maniera standard diventa addirittura con-
servativa. La situazione si inverte se si considera lo spostamento del la-
to rigido (Figura 1.4b). In questo caso la correzione richiesta è trascura-
bile per i sistemi torsio-rigidi mentre diventa rilevante per quelli torsio-
flessibili soprattutto se l’eccentricità è elevata. 

Il confronto tra queste eccentricità correttive e quelle imposte dalle 
norme mette in evidenza le forti carenze di quest’ultime. In particolare 
l’EC8 (Figura 1.5a) fornisce valori di feΔ  sostanzialmente corretti solo 
quando Rk > Rm + 2Es mentre la sovrastima fortemente nel caso di si-
stemi torsio-rigidi a forte eccentricità o nel caso di sistemi torsio-
flessibile quando non è richiesta alcuna correzione. Differenze simili, 
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anche se di minore entità, si riscontrano con i valori dettati dalle norme 
SEAOC (Figura 1.5b). 
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Figura 1.4. Eccentricità correttive, sistemi con Rm=0.30, spettro costante-

iperbolico; (a) fEΔ , correzione al lato flessibile, (b) rEΔ , correzione al lato ri-

gido. (Calderoni et al. 5). 
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Figura 1.5. Eccentricità correttive fEΔ ; (a) Eurocodice 8, (b) norme SEAOC. 

(Calderoni et al.3). 
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I risultati ottenuti da Calderoni et al. non sorprendono se si tiene conto 
dei limiti di validità delle eccentricità di progetto imposte dall’EC8 pre-
cisati da Eibl e Keintzel17 e del tutto disattesi nella norma in questione. 

Essi, in un primo momento, determinano i coefficienti di amplifica-
zione dinamica della coppia torcente relativi ai due modi di vibrazione 
assumendo la forza sismica costante per ciascun modo di vibrazione e 
pari al valore Fo corrispondente al periodo del sistema bilanciato. Ciò 
equivale a trascurare che i periodi dei modi di vibrazione del sistema a-
simmetrico sono diversi da quello del sistema bilanciato e che la massa 
del sistema che partecipa al generico modo di vibrazione è solo una per-
centuale di quella totale. Assumendo come gradi di libertà del sistema lo 
spostamento v di CR nella direzione del sisma e la rotazione 
dell’impalcato θ il rapporto tra le due componenti di ciascun modo di vi-
brazione è fornito da: 
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dove θθ Ω==τ /1/ yTT  ed Im rappresenta il momento d’inerzia delle 
masse rispetto a CR. Quindi, sulla base delle precedenti ipotesi semplifi-
cative, si determinano i coefficienti di amplificazione dinamica: 
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da cui segue 
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Successivamente gli stessi coefficienti vengono determinati tenendo con-
to dell’aliquota di massa ii A⋅μ  che effettivamente partecipa a ciascun 
modo di vibrazione ma conservando l’ipotesi semplificativa sul periodo. 
Si ricava: 

11
1 A
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M

to

t ⋅μ= , 22
2 A

M
M

to

t ⋅μ=  (20) 

e stimando la massima coppia torcente mediante il criterio SRSS si de-
termina: 
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I coefficienti di amplificazione dinamica sopra definiti sono stati deter-
minati per un sistema monopiano a pianta quadrata per diversi valori 
di τ (Ωθ) e di eccentricità e sono stati sintetizzati nei diagrammi in 
Figura 1.6. 

L’analisi dei diagrammi mostra che il coefficiente A1 approssima 
bene l’effettivo coefficiente A nel caso di sistemi torsio-rigidi (τ < 1, 
Ωθ >1). L’approssimazione è ottima soprattutto nei sistemi con eccentri-
cità modesta ma in ogni caso si mantiene a favore di sicurezza. Quando 
si è in prossimità di τ = 1 il coefficiente A1 fornisce valori inaccettabili 
ma anche il coefficiente A sovrastima la risposta torsionale. Infatti per 
tali sistemi i periodi dei due modi di vibrazione sono molto vicini e per-
tanto il criterio SRSS, utilizzato per determinare A, esalta il contributo 
della componente torsionale del moto. Per questi sistemi Eibl e Keintzel 
mostrano che una stima sufficientemente approssimata del coefficiente 
di amplificazione dinamica è data da A1 calcolato per τ = 0.9. Sulla base 
di tali considerazioni e ponendo: 

2eeeA ss +=⋅  (22) 

essi propongono di valutare e2 come il minimo tra: 
( )[ ]19.012 −=τ= Aee s  (23a) 

[ ]112 −= Aee s  (23b) 

Sostituendo l’espressione di A1 nelle (23) e semplificando ulteriormente 
la (23a) nella relazione che segue, si ritrovano le relazioni proposte 
dall’EC8 (5): 

( ) ( )BLLeBLe S +⋅≤⋅⋅+⋅= 1.0/101.02  (24) 

La (23a) fornisce valori significativi per sistemi caratterizzati da valori 
di τ prossimi ad 1 mentre per sistemi torsio-rigidi è la (23b) che diventa 
determinante. Infine nel campo dei sistemi torsio-flessibili entrambe le 
(23) forniscono valori privi di significato. 
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 (a)  (b)

 
 (c)

 (d)

 
Figura 1.6. Coefficienti di amplificazione dinamica per strutture quadrate; (a) 
es / l = 0.05, (b) es / l = 0.10, (c) es / l = 0.20, (d) es / l = 0.30. (Eibl e Keintzel17). 

Tenendo conto dei criteri di equivalenza e della trattazione che portano 
alla determinazione delle eccentricità di progetto dell’EC8 si possono 
spiegare le conclusioni a cui giungevano Calderoni et al. Infatti gli stessi 
autori delle (5) spiegano che il loro uso è inaccettabile per sistemi torsio-
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flessibili, mentre l’analisi dei diagrammi riportati nella Figura 1.6 mo-
stra chiaramente che esse forniscono risultati a favore di sicurezza per i 
sistemi torsio-rigidi nel campo delle grandi eccentricità. A tutto ciò biso-
gna aggiungere che le eccentricità dell’EC8 sono state formulate con 
l’obbiettivo di stimare l’eccentricità dinamica ed = e’f definita nel para-
grafo 2. che è sempre maggiore della ef definita nello stesso paragrafo e 
determinata da Calderoni et al. 

5. Analisi statica di sistemi asimmetrici: metodologia proposta 
da K. Anastassiadis et al.1 

Un’altra interessante soluzione al problema messo in evidenza nei pre-
cedenti paragrafi è stata proposta da K. Anastassiadis et al.1 partendo 
da considerazioni, del tutto analoghe a quelle esposte nel precedente pa-
ragrafo, sul diagramma dei massimi spostamenti dinamici del sistema 
monopiano asimmetrico sottoposto ad un moto al suolo che agisce orto-
gonalmente al suo asse di simmetria e sulla risposta dello stesso siste-
ma soggetto all’azione di una forza equivalente al sisma che agisce sta-
ticamente con un’eccentricità assegnata oe (Figura 1.3). 

Gli autori, oltre alla ef ed er, definiscono un’eccentricità e’f per cui la 
rotazione statica prodotta dalla forza ayo SmF ⋅=  uguaglia quella mas-
sima dinamica. Si osserva inoltre che e’f è sempre maggiore di ef. Sulla 
base di tali osservazioni sono stati assunti quali criteri di equivalenza 
per il calcolo di ef, e’f ed er le seguenti relazioni: 

( ) ( )[ ]tueu fff max=  (25a) 

( ) ( )[ ]te zfz θ=θ max'  (25b) 

( ) ( )[ ]tueu rrr max=  (25c) 

L’inviluppo dei diagrammi di spostamento relativi a dette eccentricità si 
mantiene ovunque non minore del diagramma degli spostamenti dina-
mici. Quindi, essendoci proporzionalità tra spostamenti e tagli, tale dia-
gramma si presta per definire la resistenza degli elementi resistenti ne-
cessaria ad evitarne la plasticizzazione durante il sisma moderato. 
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Detti Lf ed Lr rispettivamente le distanze dall’origine, supposta co-
incidente con il centro di massa, del lato flessibile (f) e del lato rigido (r) 
i corrispondenti spostamenti relativi alle due eccentricità e la rotazione 
d’impalcato sono: 

( ) ( )sf
of

y

o
ff eL

K
Fe

K
Feu +

⋅
+=

θ
 (26a) 

( )
θ

⋅
=θ

K
F'e

'e of
fz  (26b) 

( ) ( )sr
or

y

o
rr eL

K
Fe

K
Feu −

⋅
−=

θ
 (26c) 

I valori massimi delle corrispondenti componenti di spostamento posso-
no essere calcolati mediante l’analisi modale e possono essere posti nella 
seguente forma: 

( )[ ] dyff SDtu ⋅=max  (27a) 

( )[ ] dyf
m

z SR
r

t ⋅=θ
1max  (27b) 

( )[ ] dyrr SDtu ⋅=max  (27c) 

dove Sdy rappresenta l’ordinata spettrale, in termini di pseudo-
spostamento relativo, corrispondente al periodo Ty del sistema traslan-
te, mentre Rf, Df e Dr sono coefficienti adimensionali che dipendono dal-
la forma dello spettro e dalla regione in cui cadono i periodi del sistema. 
Nel caso di spettro costituito da un primo tratto costante seguito da uno 
iperbolico gli autori hanno determinato in forma chiusa le espressioni di 
tali coefficienti1. 

Adesso imponendo le condizioni di equivalenza stabilite dalle (25) si 
ricavano le espressioni cercate delle eccentricità: 

s
sr

f

m

k
f e

l
D

r
re ≥

ε+

−
⋅=

12
 (28a) 

sf
m

k
f eR

r
r'e ≥=

2
 (28b) 
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s
sr

r

m

k
r e.

l
D

r
re ⋅≤

ε−
−

⋅= 5012
 (28c) 

dove mrr r/Ll =  ed mss r/e=ε . Le diseguaglianze sono state introdotte 
per assicurare al sistema anche un buon comportamento in campo ine-
lastico. Sorvoleremo per il momento su questo aspetto che verrà affron-
tato nei capitoli successivi. 

Gli autori del metodo ritengono, inoltre, che l’eccentricità ef è priva 
di utilità pratica in quanto è sempre minore di e’f. In effetti tale assun-
zione, secondo il parere di chi scrive e di altri autori, appare eccessiva-
mente conservativa, visto che le massime sollecitazioni sono legate ai 
massimi spostamenti orizzontali, indipendentemente dalle rotazioni che 
li provocano. Le eccentricità e’f ed er così ottenute sono state confrontate 
con quelle proposte dalla normativa canadese: 

L.e.e smax ⋅+⋅= 10051  (29a) 

L.e.e smin ⋅−⋅= 10050  (29b) 

dove l’eccentricità accidentale è stata amplificata fino al valore di 
L. ⋅100 per tener conto dell’amplificazione dell’eccentricità statica nella 

regione delle piccole eccentricità55. Al fine di determinare i valori da 
confrontare con le (28a) e (28c) riscriviamo le (29) nella seguente forma: 

( ) L.eL.L.e.e fsmax ⋅+=⋅+⋅+⋅= 05005005051  (30a) 

( ) L.eL.L.e.e rsmin ⋅−=⋅−⋅−⋅= 05005005050  (30b) 

dove i simboli soprassegnati rappresentano le quantità da confrontare 
con le eccentricità determinate mediante le (28). Adimensionalizzando 
rispetto al raggio d’inerzia delle masse rm, i parametri da confrontare le 
(28) diventano: 

sf
m

f
f R

r
e

ε≥⋅Ω==ε θ
2  (31a) 

s
sr

r

m

r
r l

D
r
e

ε⋅≤
ε−

−
⋅Ω==ε θ 5.012  (31b) 

mentre le eccentricità proposte dalla normativa canadese diventano: 
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m
s

m

f
f r

L..
r
e

⋅+ε⋅==ε 05051  (32a) 

m
s

m

r
r r

L..
r
e

⋅−ε⋅==ε 05050  (32b) 

Nelle figure che seguono (da Figura 1.7 a Figura 1.9) si riporta il con-
fronto tra le eccentricità adimensionalizzate per i sistemi caratterizzati 
dai tre rapporti di forma 50e12 .,L/L yx = , dai periodi cy TT < ( sistemi ri-
gidi) e cy TT > (sistemi deformabili) al variare di es e di Ωθ. cT  rappresen-
ta il periodo in cui lo spettro di risposta, inizialmente costante, diventa 
iperbolico. Si può osservare che i valori proposti dalla normativa per 
l’eccentricità fe sono generalmente non conservativi per piccole eccen-
tricità ed eccessivamente conservati per grandi eccentricità; invece i va-
lori proposti per re sono sempre a favore di sicurezza per i sistemi torsio-
rigidi e del tutto insufficienti per i sistemi torsio-flessibili. 
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Figura 1.7. Eccentricità di progetto, sistemi con Lx = 2Ly; (a) Ty < Tc, (b) 

Ty > Tc. (Anastassiadis et al.1). 
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Figura 1.8. Eccentricità di progetto, sistemi con Lx = Ly; (a) Ty < Tc, (b) Ty > Tc. 

(Anastassiadis et al.1). 
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Figura 1.9. Eccentricità di progetto, sistemi con 2Lx = Ly; (a) Ty < Tc, (b) 

Ty > Tc. (Anastassiadis et al.1). 



Capitolo 2 
RISPOSTA ELASTICA DI STRUTTURE 
MULTIPIANO 

1. “Centri di riferimento” di sistemi multipiano asimmetrici 

Il primo ostacolo che s’incontra quando si passa allo studio di un edificio 
multipiano asimmetrico, costituito da più impalcati sostenuti da ele-
menti resistenti verticali (telai, pareti, nuclei, ecc.), consiste nella man-
canza di validi punti di riferimento equivalenti al centro elastico utiliz-
zato nei sistemi monopiano. Numerosi ricercatori hanno affrontato il 
problema fornendo definizioni che applicate ad un sistema monopiano 
restituiscono il suo centro elastico. Tra queste ricordiamo: 

1. i centri di rigidezza di piano, definiti come quei punti degli im-
palcati in cui comunque si applichi un set di forze statiche oriz-
zontali si ottiene solo la traslazione degli impalcati (Hejal, H. e 
Chopra, A. K.32, Cheung, V.W.T. e Tso, W.K.7); 

2. i centri di torsione di piano, cioè i punti intorno ai quali avviene 
la rotazione degli impalcati quando l’edificio è sottoposto ad una 
generica distribuzione di coppie torcenti lungo l’altezza (He-
jal, H. e Chopra, A. K.32); 

3. i centri di taglio di piano, cioè i punti di applicazione della risul-
tante dei tagli, che insorgono negli elementi resistenti di quel li-
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vello, quando il sistema è sottoposto ad una generica distribu-
zione di forze che provoca solo la traslazione degli impalcati (He-
jal, H. e Chopra, A. K.32, Tso, W.K.57); 

4. i baricentri delle rigidezze di piano, determinati assumendo co-
me rigidezza di piano del generico elemento resistente il rappor-
to tra taglio assorbito e spostamento relativo (Ghersi A.20);  

5. i centri di resistenza di piano: al generico piano il centro in que-
stione coincide con il punto in cui va’ applicata la forza orizzon-
tale, mentre gli altri impalcati non sono soggetti all’azione di al-
cuna forza, affinché quell’impalcato trasli senza ruotare (Hu-
mar, J.L.33); in generale gli altri impalcati ruoteranno. 

1.1. I centri di rigidezza 

Una struttura multipiano con N impalcati rigidi è dotata di 3N gradi di 
libertà dinamici. Ciascun impalcato contribuisce con 3 gradi di libertà; 
in genere si scelgono due spostamenti orizzontali di un punto assegnato, 
che misureremo lungo due direzioni ortogonali, uxj ed uyj e la rotazione 
dell’impalcato θzj. Ordinati i gradi di libertà del sistema in un vettore u 
è possibile costruire la matrice di rigidezza K: 
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 (1) 

dove i vettori ux, uy e θz contengono rispettivamente gli spostamenti de-
gli impalcati in direzione X ed Y e loro rotazioni. 

Le sottomatrici di K in generale sono tutte piene, tuttavia se si scel-
gono opportunamente i gradi di libertà alcune di esse si annullano. Ri-
cordando la definizione dei centri di rigidezza di piano segue immedia-
tamente che, se si scelgono come gradi di libertà gli spostamenti di tali 
punti, ordinati nel vettore [ ]zyx

t θuuu ~~~ = , la matrice di rigidezza deve 
assumere la seguente forma: 
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Solo in questo caso, infatti, comunque si applichi un insieme di forze o-
rizzontali in tali punti gli impalcati del sistema traslano senza ruotare. 
Il passaggio dalla matrice K alla matrice K~ avviene attraverso un cam-
bio di base descritto dalla matrice di passaggio P: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

I00
xI0

y0I
P R

R

, PKPK t=~  (3) 

dove I è la matrice identica mentre xR ed yR sono matrici diagonali di 
ordine N che contengono le coordinate dei centri di rigidezza. Svilup-
pando il prodotto si ottiene: 
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dove 

θθ +−= xRxyRxxx KxKyKK~  (4b) 

θθ +−= yRyyRyxy KxKyKK~  (4c) 

xyxRxxRx θθ +−= KKxKyK~  (4d) 

yyyRyxRy θθ +−= KKxKyK~  (4e) 

θθθθθθθθ +−−+= xRyRRyRx KyKxxKyKKK ~~~  (4f) 

Ricordando quale deve essere la forma della K~  seguono le seguenti con-
dizioni: 

0=+− θxRxyRxx KxKyK  (5a) 

0=+− θyRyyRyx KxKyK  (5b) 

e risolvendo si determinano le matrici incognite: 
( ) ( )θ

−
θ

−− −−= xyxyxyyxyyR xxxx KKKKKKKKx 111  (6a) 

( ) ( )θ
−

θ
−− −−−= yyyxyxyxyyxyxxR KKKKKKKKy 111  (6b) 
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Quando gli assi X ed Y del sistema di riferimento scelto coincidono con 
quelli principali del sistema le matrici Kxy e Kyx sono nulle e così le (6) 
possono essere semplificate: 

θ
−= yyyR KKx 1  (7a) 

θ
−−= xxxR KKy 1  (7b) 

Le matrici inverse che compaiono nelle (6) e nelle (7) possono sempre 
essere calcolate e quindi sarà sempre possibile determinare xR e yR (una 
trattazione più dettagliata si trova in (Hejal, H. e Chopra, A. K.32). Tut-
tavia le (6) non sempre restituiscono delle matrici diagonali come era 
stato assunto in principio. Quando ciò non accade dovremo ammettere 
che i centri di rigidezza, così come sono stati definiti, non esistono. 

Tuttavia è possibile determinare i centri di rigidezza se è nota a 
priori la distribuzione delle forze agenti sul sistema. In tal caso, i centri 
di rigidezza coincideranno con quei punti degli impalcati in cui appli-
cando le forze orizzontali assegnate si ottiene solo la traslazione degli 
impalcati. Per determinare la posizione di tali punti, ordinate le forze 
orizzontali nel vettore [ ]0FFF t

y
t
x

t = , scriviamo le equazioni di equilibrio 
del sistema: 

uKF ~~=  (8) 

ricordando le (4) ed imponendo che le componenti di rotazione di u~  sia-
no tutte nulle si ricavano, dopo una serie di laboriosi passaggi matema-
tici32, le coordinate dei punti cercati: 

{ } [ ] ( )( ) yxyxxyxyyxyxxxyyR FKKKKKKKKFx 1111 −−−
θθ

− −−=  (9a) 

{ } [ ] ( )( ) xyxyyxyxxyxyyyxxR FKKKKKKKKFy 1111 −−−
θθ

− −−−=  (9b) 
I simboli { }Rx  ed { }Ry  sono qui utilizzati per indicare i vettori che con-
tengono le coordinate dei centri di rigidezza, mentre coi simboli [ ]xF  ed 
[ ]yF  si indicano le matrici diagonali che contengono le componenti delle 
forze applicate. 

I punti così determinati dipendono dai vettori xF  ed yF , pertanto 
essi non sono caratteristici della struttura come accade invece nel caso 
del sistema monopiano. È importante osservare che le (9) consentono di 
determinare i centri di rigidezza solo se le forze applicate ai vari piani 
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sono tutte non nulle, infatti se ciò non avviene le matrici diagonali delle 
forze non potranno essere invertite. Bisogna infine rimarcare che i valo-
ri assoluti delle singole forze sono ininfluenti, ciò che incide sono i rap-
porti tra le forze ovvero la distribuzione di esse in altezza. 

Se i piani principali di inflessione degli elementi resistenti formano 
una griglia ortogonale è possibile semplificare le (9) scegliendo gli assi X 
ed Y paralleli a questa griglia, infatti in questo sistema di riferimento: 

0KK == yxxy  (10) 

e quindi le (9) diventano: 
{ } [ ] yyyyyR FKKFx 11 −

θ
−=  (11a) 

{ } [ ] xxxxxR FKKFy 11 −
θ

−−=  (11b) 

Se invece la struttura presenta un asse di simmetria scegliendo l’asse X 
coincidente con tale asse: 

0KK == yxxy , 0KK == θθ xx  (12) 

e quindi le (9) diventano: 
{ } [ ] yyyyyR FKKFx 11 −

θ
−=  (13a) 

{ } 0y =R  (13b) 

1.2. I centri di torsione 

Se si scelgono come gradi di libertà gli spostamenti dei centri di torsione 
e le rotazioni d’impalcato, raggruppati ancora una volta nel vettore 

[ ]zyx
t θuuu ~~~ = , segue immediatamente dalla definizione che la matrice 

di rigidezza del sistema presenta ancora la forma stabilita dalle (2). Ri-
petendo dunque il ragionamento fatto sui centri di rigidezza è possibile 
determinare le matrici xT ed yT, che dovrebbero essere diagonali, con le 
coordinate dei centri di torsione sulla diagonale principale. Le espres-
sioni che forniscono tali matrici in funzione delle sottomatrici Kij sono 
uguali alle (6) che restituiscono le xR ed yR. Dunque se le (6) restituisco-
no matrici diagonali allora potremo concludere che, oltre ai centri di ri-
gidezza, esistono anche i centri di torsione della struttura, tali punti i-
noltre sono coincidenti. Se invece ciò non accade dovremo concludere che 
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i centri di torsione della struttura, almeno sulla base della definizione 
data in precedenza, non esistono. 

Comunque è sempre possibile determinare i centri di torsione per 
un’assegnata distribuzione di momenti torcenti applicati a livello degli 
impalcati. Pure in questo caso possiamo partire dalle equazioni di equi-
librio (8), dove però le uniche componenti non nulle sono quelle torcenti 
pertanto [ ]t

z
t T00F ~~ = . Imponendo che sotto l’effetto di tali forze i centri 

di torsione non subiscano alcuna traslazione si perviene alle seguenti 
espressioni: 

{ } [ ] ( ) ( ) zxxxyxyxyxxyxyyzT θθ θ
−

θ
−−− −−= KKKKKKKKx 1111  (14a) 

{ } [ ] ( ) ( ) zyyyxyxyxyyxyxxzT θθ θ
−

θ
−−− −−−= KKKKKKKKy 1111  (14b) 

Le componenti del vettore zθ  sono le rotazioni degli impalcati provocati 
dall’applicazione delle coppie torcenti, [ ]zθ  rappresenta la matrice dia-
gonale che contiene le componenti del vettore zθ  mentre { }Tx  e { }Ty  
sono i vettori le cui componenti coincidono con le coordinate dei punti 
cercati. Le (14) mostrano chiaramente che, in generale, non è possibile 
determinare in maniera univoca, cioè prescindendo dalle forze agenti, i 
centri di torsione, poiché questi dipendono dalle rotazioni zθ  che a loro 
volta sono legate alle coppie zΤ . Però se le (6) restituiscono matrici dia-
gonali allora i centri di torsione determinati attraverso le (14) risulte-
ranno indipendenti dalla distribuzione di coppie considerata. 

Analogamente a quanto avviene per i centri di rigidezza, se i piani 
principali di inflessione degli elementi resistenti formano una griglia or-
togonale scegliendo gli assi X ed Y paralleli a questa griglia le (14) di-
ventano: 

{ } [ ] zyyyzT θθ θ
−−= KKx 11  (15a) 

{ } [ ] zxxxzT θθ θ
−−−= KKy 11  (15b) 

mentre se la struttura presenta un asse di simmetria scegliendo l’asse X 
coincidente con tale asse le (14) diventano: 

{ } [ ] zyyyzT θθ θ
−−= KKx 11  (16a) 

{ } 0y =T  (16b) 
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1.3. I centri di taglio 

I centri di taglio di piano, in base alla definizione che ne è stata data, 
possono essere determinati ricercando i punti degli impalcati in cui ri-
sultano applicati i tagli di piano quando la struttura è sottoposta 
all’azione di una generica distribuzione di forze orizzontali che descri-
viamo mediante il vettore [ ]0FFF t

y
t
x

t =  applicate nei centri di rigidez-
za. 

Se indichiamo con βi l’angolo che si forma tra gli assi del sistema di 
riferimento fissato OXY e gli assi principali dell’i-esimo elemento resi-
stente potremo esprimere gli spostamenti dei diversi piani di tale ele-
mento resistente lungo gli assi principali in funzione degli spostamenti 
d’impalcato mediante le seguenti relazioni vettoriali: 

yixiai uuv β+β= sencos  (17a) 

yixibi uuv β+β−= cossen  (17b) 

noti tali spostamenti è possibile determinare i vettori delle forze di pia-
no corrispondenti ad essi: 

( )yixiaaiaiaaiai uukvkQ β+β== sencos  (18a) 

( )yixibbibibbibi uukvkQ β+β−== cossen  (18b) 
le sottomatrici di rigidezza aaik  e bbik  si ottengono dalla matrice di rigi-
dezza globale dell’elemento resistente in questione eliminando mediante 
un processo di condensazione statica i gradi di libertà che non hanno ri-
levanza dinamica (rotazioni flessionali dei nodi). Naturalmente le sot-
tomatrici abik  e baik  che contengono i termini misti sono nulle, in quan-
to espresse nel sistema di riferimento degli assi principali. 

La conoscenza di tali matrici consente di risalire facilmente alla 
matrice di rigidezza globale del sistema (1), infatti è facile verificare che 
i contributi forniti ad essa dal generico elemento resistente possono es-
sere espressi mediante le seguenti relazioni: 

bbiiaaiixxi kkk β+β= 22 sencos  (19a) 

bbiiaaiiyyi kkk β+β= 22 cossen  (19b) 

ibbibiaaiaii dd θθθθ ++= kkkk 22  (19c) 
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( )bbiaaiiiyxixyi kkkk −ββ== cossen  (19d) 

( ) bbiibiaaiiaixiix dd kkkk β±−β±== θθ sencos  (19e) 

bbiibiaaiiaiyiiy dd kkkk β±β±== θθ cossen  (19f) 

dove dai e dbi rappresentano le distanze dell’iesimo elemento resistente 
dall’origine O, mentre il segno positivo o negativo dipende dalla posizio-
ne dell’elemento considerato rispetto allo stesso punto. 

Adesso possiamo determinare i tagli di piano che potranno essere 
espressi mediante la seguente relazione vettoriale: 

( )yixiaaiaiai uukSQSV β+β== sencos  (20a) 

( )yixibbibibi uukSQSV β+β−== cossen  (20b) 

dove S è una matrice triangolare alta con tutti i termini posti al di sopra 
della diagonale principale uguali ad 1. 

Per i nostri scopi occorre calcolare il risultante dei tagli di piano, 
quindi ricaviamo per ciascun elemento resistente le componenti del ta-
glio di piano rispetto al sistema di riferimento globale della struttura; 
utilizzando le(20) esso può essere posto nella seguente forma: 

( )yxyixxxixi ukukSV +=  (21a) 

( )yyyixyxiyi ukukSV +=  (21b) 

Infine imponiamo per ciascun piano l’equilibrio alla rotazione rispetto 
all’origine del sistema di riferimento: 

0=+−±+± ∑∑∑∑
i

xis
i

yis
i

bibi
i

aiai dd VyVxVV  (22) 

il segno positivo o negativo dipende dalla posizione dell’elemento consi-
derato rispetto al punto O e dal verso del taglio che esso trasmette. 
Quest’ultima relazione, sostituendo in essa le (20) e le (21) e quindi uti-
lizzando le (8) e le(19), diventa: 

( ) 0~~ =+−+ θθ xsysyyxx FSyFSxuKuKS  (23) 
Sfruttando il fatto che xF  e yF  sono due vettori tra loro indipendenti e 
dopo una serie di laboriosi passaggi, una trattazione approfondita dei 
quali si trova in Hejal H. e Chopra A.K.32, si riconduce la (23) alle due 
seguenti relazioni: 
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( )( ) yxyxxyxyyxyxxxyyS FKKKKKKKKSFSx 111 −−−
θθ −−=  (24a) 

( )( ) xyxyyxyxxyxyyyxxS FKKKKKKKKSFSy 111 −−−
θθ −−=  (24b) 

dalle quali è possibile calcolare le coordinate dei centri di taglio di pia-
no: 

{ } [ ] ( )( ) yxyxxyxyyxyxxxyyS FKKKKKKKKSFx 1111' −−−
θθ

− −−=  (25a) 

{ } [ ] ( )( ) xyxyyxyxxyxyyyxxS FKKKKKKKKSFy 1111' −−−
θθ

− −−=  (25b) 
[ ]'

xF  e [ ]'
yF  denotano le matrici diagonali che contengono le componenti 

dei vettori xFS e yFS  rispettivamente. 
Analogamente a quanto fatto nei precedenti paragrafi introducendo 

delle ipotesi semplificative, che d'altronde sono spesso verificate nella 
pratica tecnica, è possibile semplificare le (25); in particolare se i piani 
principali di inflessione degli elementi resistenti formano una griglia or-
togonale, scegliendo gli assi X ed Y paralleli a questa griglia, esse diven-
tano: 

{ } [ ] yyyyyS FKKSFx 11' −
θ

−=  (26a) 

{ } [ ] xxxxxS FKKSFy 11' −
θ

−=  (26b) 

mentre se la struttura presenta simmetria rispetto all’asse X: 
{ } [ ] yyyyyS FKKSFx 11' −

θ
−=  (27a) 

{ } 0y =S  (27b) 

1.4. I baricentri delle rigidezze 

In un edificio multipiano, a differenza di quanto accade nei sistemi mo-
nopiano, non è possibile esprimere la rigidezza a taglio del generico e-
lemento resistente in un dato piano mediante una grandezza scalare, 
quindi, in linea di principio, non ha senso parlare di baricentro delle ri-
gidezze.  

Tuttavia se per il generico elemento resistente, assegnata una di-
stribuzione di forze orizzontali agenti sulla struttura, definiamo rigidez-
za di piano il rapporto tra il taglio assorbito a quel piano e lo sposta-
mento relativo d’interpiano riusciremo ad esprimerne la rigidezza ai va-
ri piani mediante quantità scalari. Sotto tali ipotesi si possono calcolare 
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i baricentri delle rigidezze dell’edificio a ciascun piano che, analogamen-
te a quanto avviene per gli altri centri di riferimento, saranno legati sia 
alle sue proprietà di rigidezza che alla distribuzione delle forze che agi-
scono su di essa. 

In passato la possibilità di esprimere la rigidezza al taglio di piano 
mediante una quantità scalare consentiva di ripartire il taglio globale 
agente ai diversi ordini dell’edificio tra i vari elementi resistenti e quin-
di di determinare la risposta ad un insieme di forze orizzontali di edifici 
dotati di elementi resistenti disposti su una maglia ortogonale senza e-
seguirne l’analisi spaziale, un tempo eccessivamente onerosa. Sotto tali 
ipotesi, infatti, la ripartizione del tagliante di piano tra i diversi elemen-
ti, che non è nota a priori, può essere determinata mediante una proce-
dura iterativa: 

1. si ripartisce arbitrariamente il taglio di piano agente sull’insieme 
spaziale determinando per ciascun elemento il taglio assorbito ai 
diversi piani; 

2. per ogni elemento si calcolano gli spostamenti d’interpiano e le ri-
gidezze di piano corrispondenti; 

3. si ripartiscono i tagli globali in rapporto alle rigidezze innanzi de-
terminate; 

4. se i tagli così ottenuti differiscono nettamente da quelli utilizzati 
per il calcolo dei singoli elementi si ripete il procedimento utiliz-
zando come nuovo sistema di tagli quello appena calcolato; in caso 
contrario la ripartizione è corretta e non sono necessarie ulteriori 
iterazioni. 

La procedura iterativa descritta fornisce la risposta spaziale del siste-
ma, ma come prodotto secondario restituisce anche la rigidezza taglian-
te di ciascun elemento resistente ai vari piani; questa informazione può 
essere utilizzata per calcolare i baricentri delle rigidezze. 

Oggi, grazie ai mezzi di calcolo di cui si dispone, è possibile valutare 
agevolmente la risposta di un edificio alle azioni orizzontali risolvendo 
direttamente lo schema spaziale. Ciò consente, di evitare l’uso della pro-
cedura iterativa e di valutare ad ogni piano la rigidezza al taglio degli 
elementi resistenti che costituiscono la struttura tridimensionale, anche 
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nei casi in cui questi non sono disposti secondo una maglia ortogonale. 
Valutate le rigidezze si può quindi determinarne il baricentro. 

1.5. I centri di resistenza 

Una diversa generalizzazione ai sistemi multipiano del concetto di cen-
tro di rigidezza del sistema monopiano è dovuta a Humar J. L.33 il quale 
definisce dei centri di riferimento che chiama centri di resistenza (tali 
punti non vanno confusi con i baricentri delle resistenze utilizzati in 
molti studi2, 28 sulla risposta inelastica dei sistemi asimmetrici). Il cen-
tro di resistenza al generico piano dell’edificio coincide con quel punto 
dell’impalcato che gode della seguente proprietà; quando in esso risulta 
applicata una forza orizzontale, mentre non agiscono forze su tutti gli 
altri impalcati dell’edificio, l’impalcato in questione subirà solo trasla-
zioni. In generale gli altri impalcati subiranno sia traslazioni che rota-
zioni. 

I centri di resistenza di un edificio con N piani possono essere de-
terminati utilizzando la procedura proposta da Habibullah A.30 che pre-
vede l’esecuzione di 3N analisi statiche e dunque comporta un notevole 
onere computazionale. Infatti, per valutare il centro di resistenza al ge-
nerico livello bisogna determinare la risposta statica dell’edificio con tre 
diverse condizioni di carico: 

1. la prima consiste in un’unica forza orizzontale, avente modulo uni-
tario, agente lungo l’asse X di un prefissato sistema di riferimento 
ed applicata in un qualunque punto dell’i-esimo impalcato (ad e-
sempio l’origine del sistema di riferimento); 

2. la seconda consiste in una forza orizzontale unitaria applicata nel-
lo stesso punto ed agente lungo la direzione Y; 

3. infine la terza condizione di carico prevede l’applicazione di una 
coppia torcente unitaria sull’impalcato in questione. 

Fatto ciò, se indichiamo con θzx,i la rotazione dell’impalcato in questione 
provocata dalla forza agente in direzione X, ed analogamente con θzy,i e 
θzz,i quelle dovute alla forza agente in direzione Y ed alla coppia torcen-
te, si possono immediatamente determinare le coordinate dell’i-esimo 
centro di resistenza rispetto al punto in cui sono state applicate le forze, 
nel nostro caso l’origine del sistema di riferimento: 
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Figura 2.1. Determinazione dei centri di resistenza. 

1.6. Considerazioni e confronti 

Generalmente in un edificio multipiano la posizione dei centri di riferi-
mento definiti nei paragrafi precedenti varia da piano a piano ed è in-
fluenzata, salvo nel caso dei centri di resistenza, in maniera più o meno 
rilevante dalla distribuzione di forze utilizzata per calcolarli. Inoltre, se 
in un sistema monopiano essi coincidono in un unico punto (il centro e-
lastico), in un sistema multipiano sono distinti ad ogni piano. Per tali 
motivi ancora oggi non esiste una definizione universalmente accettata 
per i centri di riferimento degli edifici multipiano. Nonostante ciò 
un’analisi delle relazioni che forniscono la posizione di tali centri mostra 
che tra essi esistono analogie e sotto determinate condizioni almeno al-
cuni di essi risultano coincidenti. 

Combinando la (6) con la (9) è possibile esprimere i vettori che con-
tengono le coordinate dei centri di rigidezza CR in funzione della distri-
buzione di forze stabilita e delle matrici xR ed yR: 

{ } [ ] yyR FxFx T
R

1−=  (29a) 

{ } [ ] xxR FyFy T
R

1−=  (29b) 
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esplicitando i prodotti contenuti nelle (29) si determinano le coordinate 
dell’i-esimo centro di piano: 

∑
≠
=

+=
N

ij
j yi

yj
RijRiiRi F

Fxxx
1

 (30a) 

∑
≠
=

+=
N

ij
j xi

xj
RijRiiRi F

Fyyy
1

 (30b) 

la (30a) esprime l’ascissa xRi, ma tutto continua a valere anche per 
l’ordinata yRi, mediante la somma di due contributi; il primo di questi 
coincide con il corrispondente termine diagonale della matrice xR ed è 
quindi indipendente dalla distribuzione di forze, il secondo contiene i 
termini non diagonali della stessa matrice moltiplicati per i rapporti tra 
le forze yiyj FF . È proprio la presenza di elementi non nulli all’esterno 
della diagonale principale della matrice xR a rendere i centri di rigidez-
za dipendenti dalla distribuzione di forze. 

Per un’assegnata distribuzione di forze le coordinate dei centri CR 
saranno tanto più prossimi ai valori assunti dagli elementi diagonali 
delle matrici xR ed yR quanto maggiore è il loro peso rispetto a quelli 
non diagonali. Tuttavia anche quando gli elementi xRii ed yRii prevalgono 
nettamente sugli altri le coordinate dei centri di rigidezza possono di-
scostarsi sensibilmente da essi se si considera una distribuzione di forze 
che contiene una o più componenti molto più piccole delle altre, in tal 
caso infatti i corrispondenti rapporti yiyj FF  assumeranno valori elevati 
amplificando nelle (30) il contributo dipendente dalla distribuzione di 
forze. Ciò accade, ad esempio, con la distribuzione di forze lineare pro-
posta da molte normative antisismiche che, soprattutto per edifici molto 
alti, è caratterizzata da forze ai piani bassi sensibilmente inferiori di 
quelle agenti ai piani alti. 

Combinando la (6) con la (14) si determinano per i centri di torsione 
formulazioni formalmente analoghe a quelle dei centri di rigidezza: 

{ } [ ] zzT θθ Rxx 1−=  (31a) 

{ } [ ] zzTy θθ Ry1−=  (31b) 

e sviluppando i prodotti: 
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sulla base delle (32) è possibile ripetere per i centri di torsione le consi-
derazioni fatte sui centri di rigidezza, dunque anche in questo caso la 
generica coordinata di CTi è somma di un contributo che è caratteristico 
della struttura ed un altro che è influenzato dalle forze considerate. È 
interessante osservare che il contributo indipendente dalla distribuzio-
ne di forze è lo stesso sia nei centri di torsione che in quelli di rigidezza. 

Le (30) possono essere utilizzate anche per determinare i centri di 
resistenza. Ricordando la loro definizione, concludiamo che se si voglio-
no calcolare le coordinate del generico CHi basterà utilizzare le (30) con-
siderando una distribuzione di forze in cui le uniche componenti non 
nulle sono le forze orizzontali agenti in direzione X ed Y sull’iesimo im-
palcato, sostituendo si ottiene: 

RiiHi xx =  (33a) 

RiiHi yy =  (33b) 

dunque le coordinate dei centri di resistenza, sono indipendenti dalla 
distribuzione di forze considerata e coincidono con gli elementi diagonali 
delle matrici xR ed yR. 

In generale i centri CRi, CTi e CHi sono distinti ad ogni piano però se 
le matrici xR ed yR sono diagonali le loro coordinate saranno uguali al 
contributo indipendente dalla distribuzione di forze e pertanto i tre pun-
ti risulteranno coincidenti ad ogni piano. 

Sostituendo la (6) nella (25) è possibile esprimere i vettori che con-
tengono le coordinate dei centri di taglio CS mediante le seguenti rela-
zioni: 

{ } [ ] yyS FxSFx T
R

1' −=  (34a) 

{ } [ ] xx FySFy T
S R

1' −=  (34b) 

ed esplicitando i prodotti si ottengono le coordinate del generico CSi: 
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dove Vxi e Vyi rappresentano i tagli dell’edificio valutati all’i-esimo livel-
lo. 

Le (35) mostrano che i centri di taglio dipendono generalmente dal-
la distribuzione di forze, anche nel caso in cui le matrici xR ed yR sono 
diagonali; solo quando tali matrici sono proporzionali alla matrice iden-
tica, ciò significa che i centri di taglio sono allineati lungo un’asse verti-
cale, essi risultano indipendenti dalle forze Fx ed Fy e, come verrà mo-
strato meglio nel paragrafo che segue, coincidenti con gli altri centri di 
riferimento. 

In generale dunque i centri CSi sono distinti dagli altri, essi però 
coincidono con i baricentri delle rigidezze CKi, oltre al caso già citato, 
negli edifici con elementi resistenti disposti secondo una griglia ortogo-
nale quando questi ultimi vengono determinati applicando le forze di 
un’assegnata distribuzione in corrispondenza dei centri di rigidezza CRi 
o per edifici di forma qualsiasi quando tutti i telai sono di tipo shear-
type. 

Nel primo caso basta osservare che le forze Fx ed Fy agenti paralle-
lamente ai lati della griglia provocano esclusivamente la traslazione de-
gli impalcati lungo le direzioni X ed Y, ricordiamo che sono applicate in 
corrispondenza dei CRi, per cui il generico spostamento d’interpiano è lo 
stesso per tutti gli elementi resistenti. Sfruttando ciò e ricordando la de-
finizione di rigidezza a taglio che è stata data nel paragrafo 1.4 possia-
mo esprimere le coordinate del baricentro delle rigidezze mediante le 
seguenti relazioni: 
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le (36) indicano sostanzialmente che il baricentro delle rigidezze coinci-
de in questo con il punto di applicazione del taglio globale agente al li-
vello considerato, ovvero con il centro di taglio. 

La seconda affermazione può essere dimostrata utilizzando una no-
ta proprietà del telaio shear-type; in un tale sistema il rapporto tra il 
taglio assorbito dai ritti del generico ordine ed il corrispondente sposta-
mento d’interpiano è indipendente dalla distribuzione in altezza delle 
forze che agiscono su di esso e dunque la sua rigidezza di piano risulta 
univocamente definita. Ciò ci porta a concludere che, i baricentri delle 
rigidezze di un edificio dotato solo di telai shear-type sono caratteristici 
della struttura e possono essere determinati utilizzando una distribu-
zione di forze arbitrariamente scelta. In pratica, stabilita una distribu-
zione di forze, si possono determinare i centri di rigidezza ad essa asso-
ciata, successivamente si applicano tali forze nei centri CRi e si risolve lo 
schema spaziale. Dai risultati di quest’analisi si determinano i baricen-
tri delle rigidezze. Del resto, sotto l’effetto delle forze, gli impalcati tra-
sleranno senza ruotare (poiché le forze agiscono nei centri CRi), quindi i 
punti determinati coincidono ad ogni ordine con il punto di applicazione 
del taglio di piano e dunque con i centri di taglio del sistema. Pertanto, 
in questo caso, anche tali punti risultano caratteristici della struttura. 

1.7. Edifici con elementi resistenti aventi matrici di rigidezza 
proporzionali 

Generalizzando le definizioni di centro di rigidezza, di torsione e di ta-
glio ai sistemi multipiano è possibile determinare i diversi centri di rife-
rimento mostrati nei paragrafi precedenti. Tuttavia i punti così deter-
minati sono meno pregiati di quelli del sistema monopiano; essi infatti 
sono legati alla distribuzione di forze assegnata, quindi non sono dei 
punti caratteristici delle proprietà di rigidezza della struttura, e in ge-
nere non sono tra loro coincidenti. Però, per particolari edifici, che qui 
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saranno esaminati in dettaglio, tutti i predetti centri risultano tra loro 
coincidenti. 

Cominceremo col considerare edifici dotati di due insiemi di elemen-
ti resistenti disposti secondo due assi ortogonali, tali che le matrici di 
rigidezza di ciascun gruppo di elementi risultano tra loro proporzionali. 
In questo caso, fissato opportunamente il sistema di riferimento, per 
ciascun elemento si potrà scrivere: 

xxixxi C kk = , yyiyyi C kk =  (37) 

dove Cxi e Cyi sono costanti il cui valore dipende dall’elemento considera-
to mentre kx e ky sono matrici di riferimento. Sommando i contributi di 
tutti gli elementi si ricavano i blocchi matriciali che costituiscono la ma-
trice di rigidezza globale del sistema: 

xxx
i

xi
i

xxixx CC kkkK =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∑∑  (38a) 

yyy
i

yi
i

yyiyy CC kkkK =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∑∑  (38b) 

0KK == yxxy  (38c) 

xxx
i

ixi
i

xixx CyC kkkKK θθθθ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=== ∑∑  (38d) 

yyy
i

iyi
i

yiyy CxC kkkKK θθθθ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ∑∑  (38e) 

Sostituendo le (38) nelle (6) si determinano le matrici xR ed yR che, in 
questo caso, sono proporzionali alla matrice identica: 

IxR
y

y

C
C θ=  (39a) 

IyR
x

x

C
C θ−=  (39b) 

Utilizzando le relazioni del paragrafo 1.6 si possono quindi determinare 
i centri di riferimento, i quali risultano indipendenti dalla distribuzione 
di forze agenti, sono tra loro coincidenti ad ogni piano ed ancora sono al-
lineati lungo un asse verticale che viene definito asse dei centri elastici. 
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{ } { } { } { } 1xxxx
y

y
HSTR C

C θ====  (40a) 

{ } { } { } { } 1yyyy
x

x
HSTR C

C θ−====  (40b) 

Rimane da dimostrare che anche i baricentri delle rigidezze CKi coinci-
dono con gli altri centri di riferimento. Determiniamo prima tali centri 
utilizzando una distribuzione di forze F applicate nei centri elastici, in 
tale caso sappiamo già che i centri CKi coincidono con gli altri. 

D'altronde se le forze vengono applicate in corrispondenza di un as-
se verticale distinto da quello elastico, detta d la distanza tra i due assi, 
la risposta del sistema coincide con quella prodotta dalle stesse forze 
applicate sull’asse elastico sommata a quella delle coppie F⋅d . Le cop-
pie comporteranno per il generico elemento lo stesso incremento percen-
tuale del taglio a tutti i piani e dunque nessuna variazione di rigidezza. 
Di conseguenza si conclude che anche in questo caso i baricentri delle 
rigidezze coincidono con i centri elastici. 

Sistemi dotati di elementi resistenti disposti in pianta in maniera 
arbitraria ma con matrici di rigidezza tra loro tutte proporzionali godo-
no delle stesse proprietà degli edifici appena analizzati. In questo caso è 
possibile scrivere le matrici di rigidezza del generico elemento rispetto 
ai propri assi principali nella seguente forma: 

kk aiai C= , kk bibi C=  (41) 
dove Cai e Cbi sono costanti il cui valore dipende dall’elemento considera-
to mentre k è una matrice di riferimento. Sostituendo tali espressioni 
nelle (19) si possono porre i contributi forniti dall’elemento in questione 
alla matrice di rigidezza globale del sistema nella seguente forma: 

( ) kkk xibiiaiixxi CCC =β+β= 22 sencos  (42a) 

( ) kkk yibiiaiiyyi CCC =β+β= 22 cossen  (42b) 

( )[ ] kkkk xyiiibiaiyxixyi CCC =ββ−== cossen  (42c) 

( )[ ] kkkk ixibibiiaiaixiix CdCdC θθθ =β±−β±== sencos  (42d) 

( ) kkkk iybiibiaiiaiyiiy CCdCd θθθ =β±β±== cossen  (42e) 

da cui si ricavano: 
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( ) kkkK x
i

biiaii
i

xxixx CCC =β+β== ∑∑ 22 sencos  (43a) 

( ) kkkK y
i

biiaii
i

yyiyy CCC =β+β== ∑∑ 22 cossen  (43b) 

( )[ ] kkkKK xy
i

iibiai
i

yxiyxxy CCC =ββ−=== ∑∑ cossen  (43c) 

( )[ ] kkkKK θθθθ =β±−β±=== ∑∑ x
i

ibibiiaiai
i

xixx CdCdC sencos  (43d) 

( ) kkkKK θθθθ =β±β±=== ∑∑ y
i

biibiaiiai
i

yiyy CCdCd cossen  (43e) 

Sostituendo nelle (6) si determinano le matrici xR ed yR che anche in 
questo caso sono proporzionali alla matrice identica: 

IxR
xyyx

xxyyx

CCC
CCCC

−
−

= θθ  (44a) 

IyR
xyyx

yxyxy

CCC
CCCC

−
−

−= θθ  (44b) 

Quindi ancora una volta ad ogni piano tutti centri i centri di riferimento 
coincidono con il centro elastico e sono allineati lungo l’asse dei centri 
elastici. 

{ } { } { } { } { } 1xxxxx
xyyx

xxyyx
KHSTR CCC

CCCC
−

−
===== θθ  (45a) 

{ } { } { } { } { } 1yyyyy
xyyx

yxyxy
KHSTR CCC

CCCC
−

−
−===== θθ  (45b) 

È facile dimostrare che, se il sistema strutturale può essere scomposto 
in due sottosistemi aventi gli assi dei centri elastici coincidenti, allora 
anche il sistema completo ammette un asse dei centri elastici e questo 
coincide con quelli dei suoi sottosistemi. 

2. Semplificazioni nell’analisi di strutture asimmetriche multi-
piano 

È ormai assodato che la risposta elastica di un edificio multipiano con 
irregolarità in pianta può essere colta con un ottimo margine di appros-
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simazione determinandone i massimi modali e combinandoli con il crite-
rio CQC, mentre l’analisi statica conduce a risultati spesso completa-
mente errati. 

In generale quindi, modellando l’edificio come un insieme di ele-
menti verticali elastici, collegati da impalcati rigidi nel proprio piano in 
cui è concentrata la massa, bisognerà studiare la risposta di un sistema 
dotato di 3N gradi di libertà. Però se l’edificio in questione soddisfa de-
terminate ipotesi, che verranno illustrate in seguito, se ne potrà valuta-
re la risposta combinando quelle di due sistemi più semplici ad esso as-
sociati: un sistema torsionalmente bilanciato ad N piani (con N gradi di 
libertà) ed un sistema monopiano torsionalmente accoppiato (con 3 gradi 
di libertà). 

2.1. Estensione del concetto di strutture regolarmente asimme-
triche 

Per molto tempo si è creduto che tale scomposizione fosse utilizzabile so-
lo per determinare la risposta sismica di edifici regolarmente asimmetri-
ci che soddisfano l’ulteriore condizione di possedere elementi resistenti 
con matrici di rigidezza tutte tra loro proporzionali32, 38, in realtà ciò è 
possibile per una classe di edifici ben più ampia. 

Ricordiamo brevemente che un edificio, affinché possa essere classi-
ficato come regolarmente asimmetrico32, deve soddisfare le seguenti 
condizioni: 

1. la posizione dei centri di massa ed i raggi d’inerzia delle masse 
devono essere uguali a tutti i piani; 

2. i suoi elementi resistenti devono essere disposti in maniera tale 
che i loro assi principali individuino una griglia ortogonale; 

3. le matrici di rigidezza di tutti gli elementi resistenti secondo cia-
scuna delle due predette direzioni devono essere tra loro propor-
zionali; dunque per l’i-esimo elemento si verifica che xxixxi C kk =  
e yyiyyi C kk = , con xk  e yk  matrici di riferimento che possono 
essere diverse. 

Nei precedenti paragrafi è stato mostrato che, quando un edificio soddi-
sfa le condizioni (2) e (3) esso possiede ad ogni piano un centro elastico e 
che questi sono allineati lungo un’asse verticale. Pertanto si può imme-
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diatamente concludere che un edificio regolarmente asimmetrico è ca-
ratterizzato dalla stessa eccentricità strutturale es a tutti i piani, defini-
ta come la distanza tra centro di massa e centro elastico di piano. Noto 
l’asse dei centri elastici il sistema bilanciato associato si ottiene spo-
stando i centri di massa in corrispondenza dei centri elastici. Supposto 
che il sisma agisca parallelamente ad una delle direzioni principali del 
sistema questo possiede N modi di vibrazione puramente traslazionali 
con spostamenti paralleli alla direzione del sisma ed N modi di vibra-
zione puramente torsionali. Ordinate per ciascun insieme di modi le re-
lative frequenze in ordine crescente, si dimostra che il rapporto tra la 
generica frequenza rotazionale di tale sistema e la corrispondente fre-
quenza traslazionale è indipendente dalla coppia di modi considerati, 
quindi il sistema risulta caratterizzato da un unico valore del rapporto 
Ωθ tra le frequenze torsionali e laterali disaccoppiate. 

Utilizzando tali proprietà si dimostrerà analiticamente che è lecito 
utilizzare la scomposizione prima citata ogni qualvolta l’edificio può es-
sere suddiviso in più sottosistemi strutturali regolarmente asimmetrici 
caratterizzati dalla stessa eccentricità strutturale es e dallo stesso rap-
porto Ωθ tra le frequenze torsionali e traslazionali disaccoppiate. Ciò 
consente di ampliare la classe degli edifici regolarmente asimmetrici in-
cludendo in essa anche sistemi strutturali dotati di elementi resistenti 
con matrici di rigidezza tra loro non proporzionali. In particolare nel pa-
ragrafo 2.3 si mostrerà, con un esempio numerico, che anche la risposta 
di un edificio dotato di telai e pareti (in passato i sistemi strutturali ap-
partenenti a tale tipologia sono stati usati come esempio di edifici non 
regolarmente asimmetrici32, 38) che soddisfa le ipotesi prima esposte può 
essere ottenuta combinando quella del sistema multipiano bilanciato e 
quella del sistema monopiano accoppiato ad esso associati. 
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Ci k1
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 Ωθ1 = Ωθ
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Ci k2

CRCM
=
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 Ωθ1+2 = Ωθ

es1+2 = es

 
Figura 2.2. Sistema regolarmente asimmetrici generalizzato. 

Senza inficiare la generalità dei risultati consideriamo un edificio la cui 
struttura può essere scomposta in due sottosistemi strutturali regolar-
mente asimmetrici (Figura 2.2). Si fissa un sistema di riferimento aven-
te gli assi X ed Y paralleli ai lati della griglia prima definita mentre si 
sceglie l’asse Z coincidente con l’asse dei centri di massa. Ipotizziamo 
inoltre che il sisma, di cui è noto lo spettro di risposta, agisca lungo 
l’asse Y. Ovviamente, a causa dell’asimmetria, l’eccitazione sismica pro-
vocherà sia moti traslazionali lungo l’asse Y quanto moti torsionali at-
torno all’asse Z mentre non saranno attivati i moti traslazionali in dire-
zione X. 

Il problema che bisogna risolvere è a 2N gradi di libertà. Si assu-
mono come gradi di libertà del sistema gli spostamenti dei centri di 
massa in direzione Y uy e le rotazioni degli impalcati moltiplicati per il 
raggio d’inerzia delle masse rm θz. La matrice di rigidezza del sistema si 
ottiene sommando quelle dei due sottosistemi: 

21 KKK +=  (46) 
dove la generica matrice iK  possiede in generale la seguente forma: 
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Sfruttando la particolare forma delle matrici di rigidezza degli elementi 
resistenti del nostro sistema è possibile esprimere la matrice iK me-
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diante un’espressione più appropriata, in particolare ricordando la (38e) 
si riesce trovare una relazione che lega le matrici i

yθK  e i
yyK , infatti: 

i
yys

i
yyi

y

i
yii

y
j

i
yj

i
y e

C
C

C KKkkK ⋅==== θ
θθθ ∑  (48) 

dove 

ii
y

i

j

i
yj

i
yy CC kkK =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑  (49) 

Osserviamo che per ciascun sottosistema, in base alla (40a), il rapporto 
i
y

i
y CC /θ  rappresenta l’ascissa del centro elastico rispetto al centro di 

massa dell’impalcato che è numericamente uguale all’eccentricità strut-
turale, ed assumerà segno positivo o negativo a seconda che il centro di 
rigidezza si trovi a sinistra o a destra del centro di massa. 

Analogamente anche la generica matrice i
θθK potrà essere messa in 

relazione con la corrispondente i
yyK : 

( ) i
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i
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θθθ ∑ 222  (50) 

Possiamo quindi scrivere le equazioni del moto del sottosistema utiliz-
zando le espressioni appena trovate per la i

yθK  e la i
θθK : 
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dove m è una matrice diagonale di ordine N contenente le masse dei di-
versi piani. 

Le equazioni del moto del corrispondente sistema bilanciato si ot-
tengono dalle (51) ponendo es = 0. Come è stato già anticipato, in questo 
caso, i moti traslazionali e torsionali sono disaccoppiati, le frequenze na-
turali ed i modi di vibrazione del sistema possono essere determinati ri-
solvendo le equazioni che seguono: 

( ) 0mK =ω− ψ2
y

i
yy  (52a) 
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0mK =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω− θ

θ ψ2
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yyi

ym

i
R

Cr
C  (52b) 

Risolvendo la (52a) si determinano le N frequenze traslazionali del si-
stema ωyj ed i corrispondenti modi di vibrazione ψj . Si osserva, inoltre, 
che ψj è anche soluzione della (52b) mentre la corrispondente frequenza 
torsionale ωθj è legata a quella traslazionale ωyj dalla relazione che se-
gue: 

θ
θθ Ω==

ω
ω

i
ym

i
R

yj

j

Cr
C
2

, Nj ,,2,1 L=  (53) 

Adesso, nota l’espressione del rapporto Ωθ, e ricordando che i due sotto-
sistemi possiedono la stessa eccentricità strutturale es e lo stesso Ωθ e-
splicitiamo i diversi termini della matrice di rigidezza K dell’intero si-
stema e quindi le sue equazioni del moto: 

21
yyyyyy KKK +=  (54a) 
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Si osserva che le equazioni appena ottenute sono formalmente identiche 
a quelle del generico sistema componente e pertanto esso gode di tutte 
le proprietà tipiche dei sistemi regolarmente asimmetrici. In particolare 
esso sarà caratterizzato da unica eccentricità strutturale es ai diversi 
piani e da un unico rapporto Ωθ tra le frequenze torsionali e traslaziona-
li disaccoppiate uguali a quelli dei sistemi componenti. 

Cerchiamo adesso le frequenze naturali del sistema ed i modi di vi-
brazione ad esse associati. Questi sono soluzione del seguente del pro-
blema di autovalori ed autovettori: 
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 (56) 

dove i vettori φy e φθ contengono rispettivamente le componenti trasla-
zionali e torsionali del generico modo di vibrazione. Si dimostra che tali 
frequenze con i corrispondenti modi di vibrazione sono legate a quelle di 
due sistemi più semplici; il sistema torsionalmente bilanciato ad N piani 
prima definito, ed un sistema monopiano torsionalmente accoppiato le 
cui le caratteristiche verranno specificate più avanti. 

Esprimiamo i modi di vibrazione del sistema torsionalmente accop-
piato in funzione di quelli del sistema bilanciato: 
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dove le quantità αy e αθ vanno determinate opportunamente; sostituen-
do la (57) nella (56) e premoltiplicando per (1/ωyj2)ψj si ottiene: 
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queste equazioni possono essere interpretate come il problema di auto-
valori ed autovettori associato ad un sistema monopiano avente eccen-
tricità es e rapporto tra le frequenze torsionali e laterali disaccoppiate 
pari ad Ωθ. Le quantità αy e αθ rappresentano dunque le componenti tra-
slazionale e torsionale del suo generico modo di vibrazione, mentre 1ω  
ed 2ω  sono le sue frequenze naturali normalizzate rispetto alla fre-
quenza traslazionale del suo corrispondente sistema disaccoppiato. 

Quindi è adesso chiaro quali sono le caratteristiche che deve posse-
dere il sistema monopiano torsionalmente accoppiato a cui si era accen-
nato in precedenza; esso deve possedere valori di es e di Ωθ uguali a quel-
li del sistema multipiano asimmetrico. 
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Sulla base di quanto è stato detto sin qui le frequenze naturali ed i 
modi di vibrazione di un sistema multipiano regolarmente asimmetrico 
possono essere determinati combinando quelli del corrispondente siste-
ma multipiano bilanciato ( jyj ψ,ω ) e quelli del corrispondente sistema 
monopiano asimmetrico ( [ ]nynn θααω , ) mediante le seguenti relazioni: 

yjj ω⋅ω=ω 11 , yjj ω⋅ω=ω 22 , Nj ,,2,1 L=  (59) 
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2 , Nj ,,2,1 L=  (60) 

2.2. Valutazione della risposta di strutture regolarmente asim-
metriche generalizzate 

Valutate le frequenze ed i modi di vibrazione del nostro sistema possia-
mo determinarne i massimi modali. Per il generico modo, ad esempio, il 
vettore che contiene i valori massimi cui attingono i gradi di libertà po-
trà essere espresso come segue: 
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Sanj è la pseudo-accelerazione spettrale corrispondente alla frequenza 
ωnj; sia il coefficiente di partecipazione modale Lnj che la massa modale 
Mnj possono essere espressi in funzione degli analoghi parametri riferiti 
al sistema multipiano bilanciato, in particolare 
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t

jynyn
t

jynjn LL ⋅α=α== 1m1m ψφ   (62) 

mentre: 
( ) jj

t
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jynjn MM =α+α=+= θθθ ψψφφφφ mmm 22  (63) 

dove il generico modo di vibrazione del sistema monopiano asimmetrico 
è stato normalizzato in maniera che il suo modulo risultasse unitario. 
Sostituendo la (62) e la (63) nella (61) si determinano i massimi sposta-
menti modali del centro di massa: 
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e le massime rotazioni modali d’impalcato: 
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Dunque, i massimi spostamenti dei centri massa del sistema multipiano 
asimmetrico si ottengono moltiplicando il vettore dei massimi sposta-
menti del corrispondente sistema multipiano bilanciato vj per lo spo-
stamento massimo del centro di massa jynu  del corrispondente sistema 
monopiano asimmetrico normalizzato rispetto allo spostamento del si-
stema monopiano traslante di frequenza pari a ωyi. Analoghe considera-
zioni si possono fare sulle massime rotazioni d’impalcato. 

Analizzando anche gli altri parametri di risposta si osserva32 che i 
risultati ottenuti sugli spostamenti dei centri di massa degli impalcati e 
sulle rotazioni d’impalcato possono essere generalizzati. Quindi si può 
concludere che, per il generico modo, il massimo modale di un qualun-
que ente di risposta rnj può essere espresso mediante il prodotto tra rj, 
valore massimo assunto dallo stesso ente di risposta per il corrisponden-
te sistema multipiano disaccoppiato nel suo j-esimo modo di vibrazione, 
per jnr , valore massimo dell’ente di risposta corrispondente ad rnj nell’n-
esimo modo di vibrazione del corrispondente sistema monopiano asim-
metrico normalizzato rispetto a quello del sistema monopiano traslante 
con frequenza naturale paria ωyj, in simboli: 

jjnjn rrr ⋅=  Njn ,,2,1;2,1 L==  (66) 

Noti i massimi modali possiamo valutare una stima della massima ri-
sposta combinandoli con la regola di combinazione quadratica completa: 
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dove i coefficienti di correlazione modale mknj,γ  sono legati al rapporto 
qnj,mk = ωnj /ωmk, ovvero alla distanza relativa tra le due frequenze, attra-
verso la relazione formulata da Der Kiureghian54. 
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La (67) può essere riscritta come somma di più termini, al fine di distin-
guere i contributi significativi da quelli trascurabili: 
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La prima doppia sommatoria del secondo membro contiene la stima del-
la risposta valutabile con il criterio SRSS mentre gli altri cinque termini 
contengono le correzioni che bisogna apportarvi per tener conto della 
correlazione incrociata tra le diverse coppie di modi. Tra queste le ulti-
me tre sommatorie tengono conto della correlazione tra le coppie di modi 
con frequenze j1ω  e k2ω , j1ω  e k1ω , j2ω  e k2ω . Queste coppie di frequenze 
sono sempre ben separate32, i coefficienti di correlazione ad essi associa-
ti assumono quindi valori modesti e pertanto il contributo delle corri-
spondenti sommatorie può essere trascurato. Si osserva inoltre che jj 2,1γ  
è indipendente da j. Introducendo queste semplificazioni la (69) diventa: 
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La valutazione di r tramite questa relazione è sempre consentita, tutta-
via è spesso possibile trascurare il contributo della terza sommatoria 
semplificando ulteriormente la (70). Per mettere in evidenza i casi in cui 
tale contributo è rilevante esaminiamo le frequenze dei primi tre modi 
di vibrazione (Figura 2.3) ed i fattori di partecipazione modale kj 1,2γ  per 
j = 1 (Figura 2.4), relativi ad un insieme di edifici a sei piani con periodo 
traslazionale pari ad 1 sec, dotati di telai a maglie rettangolari con al-
tezza di interpiano costante pari a 3.2 m e campate di luce 4.0 m, 4.5 m 
e 4.0 m. I sistemi sono caratterizzati da diversi valori di Ωθ (0.6, 1.0 e 
1.4) e di eccentricità (piccola e grande). 

Il coefficiente k1,21γ  si riduce rapidamente all’aumentare di k in 
quanto spostandoci verso i modi superiori aumenta la distanza tra 21ω  e 

k1ω  (Figura 2.3). Nel caso dei sistemi a piccola eccentricità (Figura 2.4a) 
i coefficienti k1,21γ  assumono valori nettamente inferiori a quelli dei si-
stemi a grande eccentricità (Figura 2.4b), ciò può facilmente spiegarsi se 
si ricorda che l’eccentricità ha l’effetto di separare le frequenze e di al-
lontanarle da quelle del corrispondente sistema bilanciato, questo pro-
duce contemporaneamente l’avvicinamento delle frequenze 21ω  e k1ω  
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(Figura 2.3). Si osserva ancora che, nell’intervallo di valori esaminati, i 
valori minori di k1,21γ  si riscontrano quando Ωθ è unitario. Infine, anche 
se non emerge dalle figure mostrate, è logico aspettarsi che il campo di 
valori di Ωθ e di es/rm in cui il contributo della terza sommatoria è rile-
vante risulta tanto più ampio quanto minore è la distanza tra le fre-
quenze laterali del sistema bilanciato corrispondente. 
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Ω θ  = 0.6

Ω θ  = 1.4
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ω yk
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Figura 2.3. Frequenze del sistema a piccola eccentricità. 
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Figura 2.4. Coefficienti di correlazione modale; (a) es/rm = 0.15, (b) es/rm= 0.60. 

Dunque quando il contributo della terza sommatoria è modesto la (70) 
diventa: 
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Se lo spettro di risposta varia con legge iperbolica oppure è costante 
nell’equazione (71) possono essere introdotte ulteriori semplificazioni. In 
entrambi i casi, infatti, il rapporto tra le pseudo-accelerazioni Sanj /Saj è 
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uguale ad nω  oppure ad 1 ed è pertanto indipendente da j. Da ciò segue 
che la risposta normalizzata njr  del generico sistema monopiano asim-
metrico associato diventa indipendente dalla sua frequenza laterale di-
saccoppiata yjω . Utilizzando questa constatazione e ricordando la (66) si 
riesce a semplificare l’equazione (71): 
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Dunque il valore massimo a cui attinge il generico ente di risposta r del 
sistema multipiano torsionalmente accoppiato si ottiene moltiplicando 
ro, valore massimo assunto dallo stesso ente di risposta nel corrispon-
dente sistema multipiano bilanciato determinato con il criterio SRSS, 
per r , valore massimo normalizzato dell’ente di risposta corrispondente 
ad r del sistema monopiano asimmetrico valutato mediante il criterio 
CQC. Generalmente, gli spettri proposti dalle normative antisismiche 
presentano un tratto costante (per bassi periodi) seguito da un tratto i-
perbolico. In questi casi la (72) fornirà risultati approssimati che saran-
no più realistici se i modi significativi ricadono tutti sul tratto iperbolico 
o costante dello spettro. 

L’importanza della (72) non si esaurisce nella possibilità di valutare 
la risposta di un sistema multipiano asimmetrico combinando quella dei 
due sistemi più semplici prima definiti, con gli ovvi vantaggi in termini 
di onere computazionale che ne derivano. Infatti essa sancisce pure che, 
l’effetto dell’accoppiamento latero-torsionale in un sistema multipiano 
asimmetrico può essere colto “scalando” la risposta del sistema traslante 
attraverso la risposta normalizzata del sistema monopiano asimmetrico 
associato. Ciò consente, sotto le ipotesi specificate sin qui, di estendere 
alle reali strutture multipiano i risultati scaturiti dallo studio dei siste-
mi monopiano. 

2.3. Esempio numerico 

In questo paragrafo si analizza la risposta di un edificio multipiano mo-
nosimmetrico con telai e pareti sottoposto all’azione di un sisma che agi-
sce ortogonalmente al suo asse di simmetria, mostrando che, nonostante 
la contemporanea presenza in esso di elementi resistenti con matrici di 
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rigidezza tra loro non proporzionali, esso gode di tutte le proprietà che 
caratterizzano i sistemi regolarmente asimmetrici. Le azioni sismiche 
sono state valutate mediante lo spettro di risposta proposto 
dall’Eurocodice 8 per suoli di classe A, ridotto mediante un valore co-
stante del fattore di struttura q = 5 e scalato attraverso un’accelerazione 
al suolo pari ad ag = 0.35 g. Per effetto della simmetria rispetto all’asse X 
i modi traslazionali del sistema con spostamenti paralleli a tale asse, di-
saccoppiati da tutti gli altri, non sono eccitati dal sisma e pertanto non 
sono presi in conto nella trattazione che segue. 

L‘edificio esaminato (Figura 2.5) è dotato di sei impalcati rigidi di 
forma rettangolare (29.5 × 15.5 m) aventi massa pari a 232.3 t ad ogni 
livello e raggio d’inerzia delle masse pari ad 8.85 m. Gli elementi por-
tanti verticali, dotati di rigidezza solo nel loro piano, possono essere di-
stinti in due gruppi. Il primo di questi consiste in 12 telai (4 telai con 
sette campate lungo la direzione longitudinale ed 8 telai con tre campa-
te lungo quella trasversale), simmetricamente disposti rispetto al bari-
centro geometrico dell’impalcato, mentre il secondo è costituito da 4 pa-
reti. 

Per ciascun telaio sono state utilizzate solo due sezioni trasversali, 
una per le travi ed una per le colonne; il loro momento d’inerzia varia 
proporzionalmente da un telaio all’altro cosicché il sistema costituito dai 
soli telai è regolarmente asimmetrico. Le inerzie sono state assegnate in 
maniera che esso presenti simmetria rispetto all’asse X, il suo asse ela-
stico si collochi ad una distanza pari a 2.95 m dal baricentro geometrico 
dell’impalcato ed il suo rapporto Ωθ sia unitario. 

Le pareti, aventi tutte la medesima sezione trasversale, sono dispo-
ste simmetricamente rispetto all’asse elastico del sottosistema costituito 
dai soli telai. Anche questo sottosistema è dunque regolarmente asim-
metrico ed il suo asse elastico coincide con l’asse di simmetria. La di-
stanza tra la generica parete e l’asse elastico è pari a 6.25 m, cioè 

2/mr , quindi pure il rapporto Ωθ di tale sottosistema risulta unitario, 
infatti sotto tale ipotesi rk sarà uguale ad rm. 
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Figura 2.5. Caratteristiche geometriche dell’edificio analizzato. 

Sia in direzione X che in direzione Y, il sistema traslante dei telai 
possiede periodo fondamentale pari ad sec2/1 , mentre il periodo fon-
damentale del sistema accoppiato telai-pareti è pari ad 1 sec. Se si os-
serva che il periodo fondamentale del sistema intelaiato ottenuto rad-
doppiando le inerzie dei telai è pari ad 1 sec, se ne può concludere che i 
due sottosistemi forniscono contributi comparabili alla rigidezza com-
plessiva del sistema. 

Concludiamo la descrizione del sistema facendo notare che gli ele-
menti disposti in direzione X nell’ambito di ciascun sottosistema forni-
scono contributi diversi alla rigidezza torsionale. Essi contribuiscono in 
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misura del 33.3% nel sistema dei telai e del 50% nel sistema delle pare-
ti.  

Il sistema accoppiato telai-pareti possiede un proprio asse elastico 
che coincide con quello dei due sistemi componenti. Spostando i centri di 
massa di piano sui corrispondenti centri elastici si ottiene un sistema 
bilanciato; i risultati dell’analisi modale di tale sistema mostrano, infat-
ti, che tutti i suoi modi di vibrazione sono tra loro disaccoppiati; è possi-
bile distinguere N modi puramente traslazionali con spostamenti in di-
rezione Y ed altrettanti modi puramente torsionali. Ordinate le fre-
quenze dei due gruppi di modi in ordine crescente si osserva che ogni 
modo traslazionale possiede la stessa frequenza del corrispondente mo-
do rotazionale (nella Tabella 2.1 si riportano le frequenze delle prime 
tre coppie di modi), dunque, come ci si aspettava, il nostro sistema è ca-
ratterizzato da un unico rapporto Ωθ tra le frequenze torsionali e trasla-
zionali disaccoppiate, nel caso in questione unitario, che coincide con 
quello dei due sistemi componenti. 

Tabella 2.1. Frequenze del sistema multipiano bilanciato. 

Coppia Frequenze (rad/sec) 
di modi Modi traslazionali Modi rotazionali 

1 6.2832 6.2832 
2 27.5096 27.5096 
3 70.5184 70.5184 

È possibile quindi definire un sistema monopiano eccentrico caratteriz-
zato dalla stessa eccentricità strutturale es dallo stesso rapporto Ωθ che 
caratterizzano il sistema multipiano accoppiato. Le sue frequenze nor-
malizzate iω  ed i corrispondenti modi di vibrazione sono noti in forma 
chiusa32, in particolare le frequenze normalizzate valgono: 

8471.01 =ω , 1805.12 =ω  (73) 
mentre assumendo come gradi di libertà lo spostamento del centro di 
massa uy e la rotazione d’impalcato zθ  moltiplicata per rm i suoi due 
modi di vibrazione sono: 
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Ricordiamo che le frequenze ed i modi di vibrazione di un edificio rego-
larmente asimmetrico possono essere determinate o per via diretta, ri-
solvendo il problema di autovalori ed autovettori associato alle sue vi-
brazioni libere, oppure combinando quelli dei due sistemi più semplici 
ad esso associati che sono stati definiti prima (sistema multipiano bilan-
ciato e sistema monopiano torsionalmente accoppiato). 

In particolare le frequenze del sistema multipiano accoppiato si 
possono determinare combinando quelle dei due sistemi semplificati 
mediante le (59). Per il nostro edificio dette frequenze sono state valuta-
te mediante entrambi gli approcci pervenendo ai medesimi risultati, 
salvo piccolissime differenze dovute unicamente ad errori di approssi-
mazione. Nella Tabella 2.2 si riporta il confronto tra le frequenze relati-
ve alle prime tre coppie di modi di vibrazione del sistema multipiano 
torsionalmente accoppiato determinate per via diretta ed attraverso 
l’uso delle (59). 

Si possono fare le stesse considerazioni quando si confrontano le 
componenti dei modi di vibrazione del nostro edificio determinate prima 
per via diretta e successivamente combinando i modi di vibrazioni dei 
sistemi semplificati tramite le (60). Nella Tabella 2.3 si riportano le 
componenti delle prime due coppie di modi di vibrazione del sistema 
torsionalmente accoppiato determinate tramite entrambi gli approcci. 
Anche in questo caso la corrispondenza tra i valori è eccellente. 

Tabella 2.2. Frequenze del sistema multipiano asimmetrico. 

Coppia Frequenza (rad/sec) 
di modi yjω⋅ω1  j1ω  yjω⋅ω2  j1ω  

1 5.3227 5.3229 7.4171 7.4173 
2 23.3041 23.3042 32.4740 32.4780 
3 59.7380 59.7361 83.2441 83.2410 

Tabella 2.3. Modi di vibrazione dei sistemi multipiano. 

P Prima coppia di modi 
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6 0.6714 0.5123 0.5124 -0.4340 -0.4339 
5 0.5420 0.4136 0.4137 -0.3504 -0.3503 
4 0.4052 0.3092 0.3092 -0.2619 -0.2618 
3 0.2659 0.2029 0.2029 -0.1719 -0.1719 
2 0.1375 0.1049 0.1049 -0.0889 -0.0889 
1 0.0399 0.0304 0.0305 -0.0258 -0.0258 
6  -0.4340 -0.4339 -0.5123 -0.5124 
5  -0.3504 -0.3503 -0.4136 -0.4137 
4  -0.2619 -0.2618 -0.3092 -0.3091 
3  -0.1719 -0.1718 -0.2029 -0.2030 
2  -0.0889 -0.0889 -0.1049 -0.1049 
1  -0.0258 -0.0258 -0.0304 -0.0305 

Seconda coppia di modi 
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6 -0.5494 -0.4192 -0.4194 0.3551 0.3550 
5 -0.0172 -0.0131 -0.0131 0.0111 0.0111 
4 0.3979 0.3036 0.3037 -0.2572 -0.2571 
3 0.5620 0.4288 0.4289 -0.3632 -0.3631 
2 0.4426 0.3377 0.3378 -0.2861 -0.2860 
1 0.1667 0.1272 0.1272 -0.1078 -0.1077 
6  0.3551 0.3550 0.4192 0.4194 
5  0.0111 0.0111 0.0131 0.0131 
4  -0.2572 -0.2571 -0.3036 -0.3038 
3  -0.3632 -0.3631 -0.4288 -0.4289 
2  -0.2861 -0.2859 -0.3377 -0.3377 
1  -0.1078 -0.1078 -0.1272 -0.1272 

Avendo verificato che le frequenze ed i modi di vibrazione del sistema 
analizzato possiedono le proprietà tipiche delle strutture regolarmente 
asimmetriche è possibile determinare una buona approssimazione del 
valore massimo a cui attinge il suo generico ente di risposta r utilizzan-
do la (72). Nel caso in esame il livello di approssimazione fornito da tale 
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relazione è ottimo come dimostrano i diagrammi riportati in Figura 2.6. 
Questi contengono l’inviluppo degli spostamenti d’impalcato (assoluti e 
relativi) dei sistemi multipiano e monopiano torsionalmente accoppiati, 
determinati combinando i relativi massimi modali mediante il criterio 
CQC e normalizzati rispetto ai massimi spostamenti dei corrispondenti 
sistemi monopiano. 

L’ottimo grado di approssimazione fornito dalla (72) si spiega consi-
derando due particolarità dell’edificio in questione. Innanzitutto va os-
servato che tutte le frequenze relative a coppie di modi distinte sono ben 
separate, ciò rende irrilevanti i contributi che la (72) trascura (vedi pa-
ragrafo 2.2). Inoltre la risposta del sistema riceve contributi rilevanti so-
lo dalla prima coppia di modi di vibrazione, le cui frequenze ricadono 
entrambe sul ramo iperbolico dello spettro, ciò rende la (72) estrema-
mente precisa anche se lo spettro di risposta del sisma non è né costante 
né iperbolico. 
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Figura 2.6. Confronto tra gli spostamenti normalizzati del sistema multipiano 

e di quello monopiano; (a) assoluti, (b) relativi. 

3. Risposta elastica di sistemi non regolarmente asimmetrici 

Nei precedenti paragrafi si è mostrato che, la risposta sismica di un si-
stema multipiano regolarmente asimmetrico dipende sostanzialmente 
dagli stessi parametri che influenzano quella di un sistema monopiano e 
che, l’effetto dell’accoppiamento latero-torsionale può essere colto stu-

(a) (b) 

Multipiano 
Monopiano 
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diando il sistema monopiano asimmetrico associato. Pertanto essa potrà 
essere valutata, con un sufficiente margine di approssimazione, anche 
mediante l’analisi statica, a patto di adoperare eccentricità correttive 
adeguate. Nel Capitolo 1 sono state descritte alcune tecniche per valuta-
re tali eccentricità. 

Le strutture che vengono analizzate nella pratica tecnica, a rigore, 
difficilmente possiedono tutti i requisiti necessari per essere classificate 
come regolarmente asimmetriche, tuttavia molte di esse presentano ir-
regolarità planimetriche che si mantengono approssimativamente uni-
formi lungo l’altezza. Le normative antisismiche, che consentono l’uso 
dell’analisi statica anche per strutture che a rigore non sono regolar-
mente asimmetriche, impongono di applicare le forze sismiche ad una 
distanza dai centri di riferimento di piano, che spesso chiamano generi-
camente centri di rigidezza, pari all’eccentricità di progetto, trascurando 
che: per una struttura multipiano non esiste una definizione di centro di 
rigidezza universalmente accettata ed inoltre, qualunque sia la defini-
zione utilizzata, la posizione dei centri di rigidezza dipende anche dalla 
distribuzione in altezza delle forze. 

Diversi studiosi, sottolineando la superficialità con cui tale proble-
ma è affrontato dalle prescrizioni di normativa, hanno proposto proprie 
metodologie per la valutazione della risposta elastica di edifici multi-
piano non regolarmente asimmetrici mediante analisi statica. 

3.1. Analisi sismica di strutture asimmetriche senza il calcolo 
esplicito dei centri di rigidezza 

Goel, R.K. e Chopra A.K. in un lavoro29 del 1993, assunti come punti di 
riferimento della struttura i centri di rigidezza (come sono stati definiti 
nel paragrafo 1.1.), propongono una procedura che consente di valutare 
la sua risposta statica delle forze orizzontali applicate a livello degli im-
palcati senza dover valutare la posizione dei suddetti centri. 
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Figura 2.7. Analisi della struttura usando i centri di rigidezza. 

L’approccio standard al problema prevede che si determini prima la po-
sizione dei centri di rigidezza della struttura ai vari piani, quindi si po-
trà valutare la sua risposta statica alle forze orizzontali Fyi applicate con 
le eccentricità stabilite dalla normativa rispetto a tali punti: 

iisi Lee ⋅β+⋅α= ,max,  (75a) 

iisi Lee ⋅β−⋅δ= ,min,  (75b) 

Se la struttura è dotata di impalcati rigidi il suo stato di deformazione e 
di sollecitazione può essere riprodotto sovrapponendo quelli relativi a 
tre condizioni di carico (Figura 2.7): 

1. forze Fyi applicate in corrispondenza dei centri di rigidezza; 
2. momenti torcenti pari a yiis Fe ⋅⋅γ ,  applicati sugli impalcati ( γ  

verrà posto uguale ad α  o a δ  a seconda della eccentricità con-
siderata); 

3. momenti torcenti pari a yii FL ⋅⋅β±  applicati sugli impalcati. 
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La scomposizione del problema nei tre passi descritti non ha utilità pra-
tica ma è interessante da un punto di vista concettuale. Così, infatti, ci è 
possibile separare la risposta traslazionale del sistema dagli effetti pro-
dotti dalle coppie torcenti, i quali nascono quando le forze sono applicate 
in posizione eccentrica rispetto ai centri di rigidezza. Le ultime due con-
dizioni di carico potrebbero essere riunite, tuttavia per i nostri fini è uti-
le considerale come due casi distinti. 
Gli autori dimostrano che, in alternativa all’approccio descritto, è possi-
bile valutare la risposta del sistema combinando i risultati di tre analisi, 
che non richiedono la valutazione dei centri di rigidezza, mediante una 
semplice regola. Il procedimento proposto può essere riassunto in cinque 
passi successivi: 

1. ipotizzato un comportamento traslazionale della struttura, se ne 
determina la risposta strutturale prodotta dalle forze di norma-
tiva Fyi (Figura 2.8a); indicheremo con )1(r  il valore assunto dal 
generico ente di risposta per tale condizione di carico; 

2. successivamente si determina la risposta tridimensionale della 
struttura alle stesse forze applicate in corrispondenza dei centri 
di massa di piano )2(r  (Figura 2.8b); 

3. infine si determina la risposta della struttura )3(r  ad un insieme 
di coppie torcenti pari a yii FL ⋅⋅β  applicate a livello degli impal-
cati (Figura 2.8c); 

4. la risposta del sistema, ottenuta applicando le forze con ciascuna 
delle due eccentricità di progetto rispetto ai centri di rigidezza di 
piano, si deduce combinando opportunamente i risultati di que-
ste analisi, in particolare: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )321
max 1 rrrer +⋅α+α−=  (76a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )321
min 1 rrrer −⋅δ+δ−=  (76b) 

5. infine si determina il valore di progetto come il massimo tra 
quelli determinati al passo 4. 
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Figura 2.8. Analisi della struttura senza utilizzare i centri di rigidezza; 

(a) passo 1, (b) passo 2, (c) passo 3. 

L’equivalenza tra i due approcci descritti può facilmente essere dimo-
strata utilizzando il principio di sovrapposizione degli effetti ed esami-
nando singolarmente l’effetto delle forze nelle diverse condizioni di cari-
co. 

La risposta determinata al passo 1 coincide con quella determinata 
mediante la prima condizione di carico dell’approccio standard; infatti, 
in entrambi i casi, non vi sono rotazioni d’impalcato né vi sono differen-
ze tra le matrice di rigidezza Kyy e le forze applicate Fy. Inoltre si rileva 
immediatamente che la terza condizione di carico è la stessa in entram-
bi gli approcci presi di cui si vuole dimostrare l’equivalenza. 

Riguardo la seconda condizione di carico presente nell’approccio 
standard, la quale prevede l’applicazione delle coppie torcenti yiis Fe ⋅⋅γ ,  
sugli impalcati, si fa osservare che la risposta del sistema non cambia 
quando, oltre alle coppie previste, si applica un sistema di forze a risul-
tante nulla in corrispondenza dei suoi centri di rigidezza. Quindi essa è 
equivalente alla sovrapposizione di tre condizioni di carico: forze oriz-
zontali yiF⋅γ  applicate in corrispondenza dei centri di rigidezza, coppie 
torcenti yiis Fe ⋅⋅γ ,  e forze orizzontali yiF⋅γ−  applicate in corrisponden-
za dei centri di rigidezza. Del resto l’insieme delle prime due condizioni 
di carico equivale all’applicazione delle forze yiF⋅γ  nei centri di massa 
degli impalcati. In conseguenza a tutto ciò la risposta determinata risol-
vendo la seconda condizione di carico prevista nell’approccio standard si 
può ottenere moltiplicando per γ  la differenza tra i risultati ottenuti al 
passo 2 ed al passo 1 nell’approccio proposto. Esprimendo numerica-
mente queste considerazioni si ottiene: 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3121
max rrrrer +−α+=  (77a) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3121
min rrrrer −−δ+=  (77b) 

dalle quali, raggruppando ( )1r , si ottengono le (76). 
Quanto detto, nell’ipotesi di riferire ai centri di rigidezza le eccen-

tricità di progetto, smentisce la convinzione che sia necessario determi-
nare tali punti per applicare la normativa antisismica. L’approccio pro-
posto appare estremamente vantaggioso in quanto può essere attuato 
utilizzando i software per l’analisi tridimensionale delle strutture già 
disponibili sul mercato i quali, invece, non sono in grado di determinare 
i centri di rigidezza della struttura. 

Tuttavia è lecito chiedersi se è possibile utilizzare i centri di rigi-
dezza come riferimento per il calcolo delle eccentricità. A questo interro-
gativo cercano di rispondere Harasimowicz, A.P. e Goel, R.K.31 i quali 
hanno ottenuto risultati che almeno in parte sostengono la validità del 
metodo proposto da Goel, R.K. e Chopra A.K. Essi hanno determinato le 
sollecitazioni prodotte da un set di forze orizzontali, applicate secondo 
quanto stabilito dalla normativa canadese (N.B.C.C. 95), su tre edifici 
non regolarmente asimmetrici utilizzando diversi centri di riferimento: 

1. i centri di rigidezza di piano (paragrafo 1.1.), così come sono sta-
ti definiti da Cheung, V.W.T. e Tso7 oppure da W.K. Hejal, H. e 
Chopra, A. K.32; 

2. i centri di torsione di piano (paragrafo 1.2.) definiti da W.K. He-
jal, H. e Chopra, A. K.32; 

3. i centri di resistenza proposti da Humar, J.L.33 (paragrafo 1.5). 
Ciascuno dei tre edifici possiede nove impalcati rigidi nel proprio piano, 
in cui è concentrata la massa, sostenuti da sei colonne. La disposizione 
delle colonne in pianta è stata variata da caso a caso così da ottenere un 
sistema torsio-rigido, un sistema torsio-flessibile ed un sistema con ca-
ratteristiche intermedie. 

I risultati ottenuti mostrano che, nonostante le rilevanti differenze 
che si riscontrano tra i diversi centri di riferimento, le sollecitazioni 
flessionali e taglianti prodotte dalle forze Fy sulle colonne sono presso-
ché le stesse qualunque siano i centri di riferimento scelti, dunque sem-
brerebbe possibile utilizzare i centri di rigidezza come riferimento. Tut-
tavia, secondo il parere di chi scrive, i risultati qui presentati sono rela-
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tivi a pochi schemi e pertanto non possono essere generalizzati. Inoltre, 
essi mettono anche in evidenza che le sollecitazioni di progetto così ot-
tenute risultano prossime a quelle reali solo per gli elementi del lato 
flessibile nei sistemi torsio-rigidi, mentre rilevanti differenze si riscon-
trano in tutti gli altri casi; in particolare esse sottovalutano le sollecita-
zioni del lato rigido nei sistemi torsio-flessibili, mentre sovrastimano 
quelle del lato rigido nei sistemi torsio-rigidi e del lato flessibile nei si-
stemi torsio-flessibili. 

3.2. L’uso dei baricentri delle rigidezze nell’analisi sismica di 
strutture multipiano 

Se si accetta la definizione di rigidezza laterale di piano che è stata for-
nita nel paragrafo 1.4, assegnata distribuzione di forze, è possibile de-
terminare per ogni piano dell’edificio il raggio d’inerzia delle rigidezze 
Rki, la posizione del baricentro delle rigidezze CKi e quindi l’eccentricità 
strutturale Esi. Se l’edificio è dotato di elementi resistenti con matrici di 
rigidezza proporzionali, tali parametri sono uguali ad ogni piano ed i 
baricentri delle rigidezze coincideranno con i centri elastici di piano, 
come è stato dimostrato nel paragrafo 1.7. Inoltre se la posizione del ba-
ricentro delle masse CM, si mantiene uguale ad ogni piano, il sistema 
apparterrà alla classe degli edifici regolarmente asimmetrici. Sulla base 
di ciò Calderoni et al.5 estendono agli edifici multipiano l’applicazione 
della metodologia proposta nel Capitolo 1. 

Utilizzando i concetti appena esposti è possibile verificare se una 
struttura, avente i centri di massa CM allineati secondo un’asse vertica-
le, è regolarmente asimmetrica utilizzando una semplice procedura. Es-
sa consiste sostanzialmente nel valutare i parametri fondamentali Rki 
ed Esi (cioè CKi) per ogni piano seguendo i seguenti passi: 

1. si valutano le forze statiche Fi nel rispetto della norma antisismi-
ca; 

2. quindi si determinano lo spostamento normalizzato del baricen-
tro delle masse UF e della rotazione d’impalcato θF a ciascun 
piano prodotti da queste forze applicate in CM; 

3. successivamente si valutano lo spostamento normalizzato del ba-
ricentro delle masse UM e della rotazione d’impalcato θM a cia-
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scun piano prodotti da momenti torsionali pari a 1EFi ⋅ (essendo 
E1 una eccentricità arbitraria, ad esempio quella accidentale); 

4. infine si determinano Rki ed Esi a ciascun piano, utilizzando le 
seguenti espressioni: 

2

1
1 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
θ
θ

−
θ

=
Mi

Fi

Mi

Fi
ki E

UER  (78) 
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si EE

θ
θ

−= 1  (79) 

Tali relazioni, ottenute da Calderoni et al.3 per sistemi monopiano, sono 
valide rigorosamente anche per schemi multipiano solo se regolarmente 
asimmetrici. Formulazioni sostanzialmente equivalenti sono state pro-
poste da Tso, W. K. and Moghadam, A. S.59, in funzione degli sposta-
menti alle estremità dell’impalcato, ricavati per analoghe condizioni di 
carico (forza applicata nel baricentro delle masse e forza traslata di una 
eccentricità accidentale).  

Se si ottengono gli stessi valori di Rki ed Esi a ciascun livello, lo 
schema è regolarmente asimmetrico. È stato già osservato che l’effetto 
dell’accoppiamento latero-torsionale può in tal caso essere ben appros-
simato dal prodotto della risposta normalizzata di un sistema monopia-
no eccentrico e del corrispondente sistema multipiano torsionalmente 
bilanciato32. Pertanto tali strutture possono essere progettate anche 
mediante analisi statica a patto di utilizzare eccentricità correttive ap-
propriate. Le caratteristiche della sollecitazione per il progetto degli e-
lementi saranno le massime tra quelle relative alle tre condizioni di ca-
rico corrispondenti alle forze orizzontali applicate rispettivamente in 
CM, CM+ΔEr e CM+ΔEl. 

Al fine di confermare la validità delle proprie eccentricità correttive, 
gli autori hanno analizzato i quattro edifici in c.a. di sette piani, utiliz-
zati nel lavoro di Tso, W. K. and Moghadam, A. S.59. Tali edifici presen-
tano tutti pianta rettangolare (24×17 m), altezza di interpiano costante 
(3 m) e tre telai resistenti uguali tra loro, disposti secondo la direzione 
dell’azione sismica (trasversale). I telai sono a tre campate (di 6, 5 e 6 
m), con travi di dimensioni 30×50 cm, e pilastri quadrati con lato di 
50 cm. Un telaio è posizionato proprio al centro dell’impalcato, mentre 
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gli altri sono disposti simmetricamente rispetto ad esso: quindi il bari-
centro delle rigidezze coincide con il centro geometrico dell’impalcato. 
Un quarto telaio è presente lungo la direzione longitudinale, passante 
per il centro dell’impalcato, in modo da non fornire alcun contributo alla 
rigidezza torsionale dello schema. La massa a ciascun piano è pari a 400 
t ed il corrispondente periodo traslazionale Ty è 1.45 s. Si suppone inol-
tre che le masse siano distribuite in modo tale che il loro baricentro CM 
si trovi a destra di CK, ad una distanza di 2.4 m. 

Gli edifici sono quindi asimmetrici, con Es = −0.10, ed essendo 
l’eccentricità negativa il lato flessibile è quello destro. La sola differenza 
tra i quattro edifici è la posizione dei telai laterali rispetto a quello cen-
trale: la loro distanza, infatti, assume rispettivamente i valori di 3 m (e-
dificio B3), 6 m (B6), 9 m (B9) e 12 m (B12). In funzione di tali diverse 
posizioni degli elementi resistenti, il comportamento torsionale dei 
quattro edifici è diverso, variando da torsionalmente flessibile (B3, 
Ωθ = 0.29) a torsionalmente rigido (B12, Ωθ = 1.15). Tutti gli edifici si 
considerano progettati secondo lo spettro di progetto dell’EC8 per suolo 
tipo A, con α = 0.25 e q = 5. 

Tabella 2.4. Parametri fondamentali ed eccentricità correttive per gli schemi 
regolarmente asimmetrici. 

 ES Rk Rm Ωθ ΔEl ΔEr 
B3 −0.10 0.102 0.354 0.288  −0.1826 −0.0169
B6 −0.10 0.204 0.354 0.577  −0.1778 −0.0380
B9 −0.10 0.306 0.354 0.865  −0.1770 −0.0296
B12 −0.10 0.408 0.354 1.153  0.003  0.027

Per tutti gli schemi le eccentricità correttive sono state determinate me-
diante la procedura proposta, tenendo conto della forma esatta dello 
spettro dell’EC8. I risultati ottenuti sono riportati in Tabella 2.4. Si può 
notare che per il sistema B12 (torsionalmente rigido) sono necessarie 
correzioni solo al lato flessibile (in questo caso il lato destro), mentre per 
gli altri, torsionalmente flessibili è richiesta una eccentricità aggiuntiva 
solo per il lato rigido. 
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Tabella 2.5. Spostamenti [mm] forniti dall’analisi modale (MA), dall’analisi sta-
tica standard (SA) e dall’analisi statica corretta (CSA). 

B3 B6 
Lato sinistro (rig.) Lato destro (def.) Lato sinistro (rig.) Lato destro (def.) pi

an
o 

MA SA CSA MA SA CSA MA SA CSA MA SA CSA
7 167.4 136.1 177.6 167.5 207.7 − 65.6 7.2 68.5 58.7 78.7 −

6 157.3 127.5 166.4 157.6 194.6 − 61.7 6.7 64.2 55.2 73.7 −

5 140.1 113.1 147.7 140.6 172.7 − 55.0 6.0 57.0 49.2 65.4 −

4 115.9 93.3 121.8 116.7 142.5 − 45.6 4.9 47.0 40.9 54.0 −

3 86.2 69.2 90.3 87.0 105.6 − 34.0 3.6 34.8 30.5 40.0 −

2 52.7 42.3 55.2 53.3 64.5 − 21.0 2.2 21.3 18.8 24.4 −

1 19.5 15.7 20.4 19.8 23.9 − 7.7 0.8 7.9 7.01 9.1 −

B9 B12 
Lato sinistro (rig.) Lato destro (def.) Lato sinistro (rig.) Lato destro (def.) pi

an
o 

MA SA CSA MA SA CSA MA SA CSA MA SA CSA
7 48.2 16.7 50.3 46.3 54.8 − 23.6 25.2 − 47.4 46.9 49.8
6 45.3 15.6 47.1 43.5 51.4 − 22.2 23.7 − 44.5 43.9 46.7
5 40.3 13.9 41.8 38.8 45.6 − 19.8 21.0 − 39.7 39.0 41.4
4 33.5 11.4 34.5 32.2 37.6 − 16.4 17.3 − 33.0 32.2 34.2
3 25.1 8.5 25.6 24.1 27.9 − 12.3 12.8 − 24.7 23.8 25.3
2 15.4 5.2 15.6 14.8 17.0 − 7.6 7.8 − 15.2 14.6 15.5
1 5.7 1.9 5.8 5.5 6.3 − 2.8 2.9 − 5.7 5.4 5.7

Per ciascuno schema, sono stati valutati ad ogni piano gli spostamenti 
alle estremità degli impalcati, sia con l’analisi modale (MA) che con 
l’analisi statica standard (SA) e con l’analisi statica corretta (CSA). Gli 
spostamenti ottenuti con entrambe le analisi statiche sono stati poi mol-
tiplicati per il rapporto tra i tagli alla base ottenuti con MA e SA, valu-
tati su uno schema traslazionale. Infatti, come ben noto, per schemi 
multipiano l’analisi modale e quella statica forniscono tagli alla base di-
versi (generalmente maggiore nell’analisi statica) per cui, per un corret-
to confronto dei risultati, è necessario equiparare le forze agenti. 

Come era logico attendersi si riscontra un buon accordo tra i risul-
tati dell’analisi modale e di quella statica corretta riportati in 



E. M. Marino: Edifici multipiano irregolari in pianta 76 

Tabella 2.5, ciò mostra l’efficacia della metodologia proposta in tutti i 
casi analizzati, indipendentemente dalla loro rigidezza torsionale. 

Successivamente la stessa procedura è stata impiegata per deter-
minare le eccentricità correttive di un edificio a sei piani fortemente ir-
regolare che costituisce il corpo principale della Facoltà di Ingegneria di 
Catania. Gli impalcati ai vari livelli presentano dimensioni differenti; le 
rigidezze degli elementi resistenti nelle due direzioni ortogonali sono 
notevolmente diverse tra loro, cosi ché la struttura risulta piuttosto ri-
gida alla traslazione, ma flessibile torsionalmente, lungo la direzione Y, 
e molto deformabile alla traslazione, ma rigida torsionalmente, lungo la 
direzione X. Sebbene la struttura reale non sia stata concepita per sop-
portare le azioni sismiche, gli autori hanno fatto in ogni caso riferimento 
ad azioni valutate in accordo allo spettro di progetto dell’EC8 per suolo 
tipo A, con α = 0.25 e q = 3. 

Tabella 2.6. Parametri fondamentali ed eccentricità correttive per l’edificio e-
saminato. 

Direzione X Tx=0.609 s 
Piano L[m] Lr[m] rm[m] rk[m] es[m] Δel[m] Δer[m] 

6 9 3.90 9.70 43.39 -0.64 0.07 0.00 
5 9 3.76 9.31 34.46 -0.69 0.10 0.01 
4 9 3.75 9.28 29.18 -0.72 0.14 0.02 
3 9 3.93 8.77 24.79 -0.65 0.14 0.04 
2 9 4.50 5.88 21.33 -0.52 0.07 0.02 
1 18 9.00 6.62 19.12 -1.88 0.50 0.07 

Direzione Y Ty=1.731 s 
Piano L[m] Lr[m] rm[m] rk[m] es[m] Δel[m] Δer[m] 

6 27 15.33 9.70 6.17 0.16 0.24 0.26 
5 27 15.12 9.31 6.25 0.32 0.52 0.59 
4 27 14.92 9.28 6.19 0.78 1.04 1.48 
3 27 14.09 8.77 6.03 1.47 1.11 2.80 
2 18 9.00 5.88 6.06 2.55 -0.76 0.86 
1 9 5.25 6.62 6.35 3.27 0.47 -4.50 
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La Tabella 2.6 mostra che i valori di Rk e Es risultano sensibilmente di-
versi ai vari livelli. L’edificio quindi, è irregolarmente asimmetrico e ad 
esso dovrebbe essere a rigore applicata l’analisi modale. Sono state va-
lutate comunque le eccentricità correttive ad ogni piano, come se 
l’edificio fosse regolarmente asimmetrico, riferendosi ai corrispondenti 
valori di Rk ed Es. Si è quindi svolta l’analisi statica per l’azione sismica 
agente in direzione Y, utilizzando a tutti i piani la stessa eccentricità 
correttiva, pari alla massima tra quelle valutate ai diversi livelli. I ri-
sultati ottenuti in termini di spostamento degli estremi dell’impalcato 
(corretti come per gli edifici precedenti) sono riportati in Tabella 2.7, u-
nitamente a quelli ricavati dall’analisi modale. Si può notare come i va-
lori ottenuti con la CSA sono anche in questo caso molto simili a quelli 
ottenuti con la MA, e comunque a vantaggio di sicurezza. 

Tabella 2.7. Spostamento [mm] al lato destro dell’edificio forniti dall’analisi 
modale (MA), dall’analisi statica standard (SA) e dall’analisi statica corretta 

(CSA). 

Piano MA SA CSA
6 28.9 20.4 31.8
5 25.9 18.0 28.3
4 21.0 14.4 22.8
3 15.1 10.0 16.2
2 8.9 5.8 9.4
1 3.3 2.2 3.6

Sembra quindi che, pur restando indubbiamente l’analisi modale il me-
todo più idoneo per la progettazione di strutture irregolarmente asim-
metriche, si possano ottenere utili indicazioni progettuali anche per tale 
tipologia mediante l’utilizzo della procedura semplificata per la corre-
zione dell’analisi statica, nonostante essa sia valida a rigore solo per gli 
edifici regolarmente asimmetrici. 

3.3. L’asse di torsione ottimale 

È stato già mostrato che una struttura multipiano, in generale, non pos-
siede un’asse dei centri elastici, anche se è sempre possibile determi-
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narne diversi centri di riferimento (i centri di rigidezza, di torsione, di 
taglio, ecc.). Purtroppo, però, nessuno tra questi punti possiede caratte-
ristiche che lo rendano adatto ad essere utilizzato come riferimento per 
il calcolo delle eccentricità strutturali al pari dei centri elastici, ed in 
particolare: 

1. ciascuno dei centri citati possiede solo alcune delle proprietà del 
centro elastico; 

2. i suindicati centri di riferimento possono essere determinati solo 
dopo aver assegnato una distribuzione di forze lungo l’altezza, 
dalla quale essi sono influenzati in misura più o meno rilevante; 
in conseguenza a ciò nessuno di tali punti è caratteristico della 
struttura; 

3. infine, ad oggi non esistono metodologie basate su tali centri che 
consentono di uguagliare la risposta statica con i valori massimi 
di quella dinamica. 

Tali motivi hanno indotto Anastassiadis, A. e Makarios, T.37 a negare 
fermamente la possibilità di utilizzare tali punti come centri di riferi-
mento per la definizione delle eccentricità strutturali. 

Al fine di superare l’ostacolo costituito dalla mancanza di validi 
punti di riferimento equivalenti ai centri elastici gli stessi autori38, 39 ge-
neralizzano il concetto di asse dei centri elastici definendo l’asse di tor-
sione ottimale. Tale asse esiste sempre e coincide con l’asse dei centri e-
lastici quando anche quest'ultimo esiste. 

Il concetto di asse di torsione ottimale scaturisce quasi naturalmen-
te quando si esamina la risposta di un edificio multipiano sottoposto 
all’azione di forze orizzontali, di cui è nota la distribuzione in altezza, 
agenti su un piano verticale che denomineremo piano di carico.  

Gli impalcati trasleranno e ruoteranno sotto l’effetto delle forze. Se 
l’edificio possiede l’asse elastico sarà possibile determinare una posizio-
ne del piano di carico tale da annullare tutte le rotazioni d’impalcato; ciò 
accade quando esso contiene l’asse elastico. In caso contrario esisterà 
comunque un piano a cui corrisponde la distribuzione in altezza delle 
rotazioni d’impalcato più prossima a quella con rotazioni nulle. Ricor-
dando che le rotazioni possono assumere segno diverso ai vari piani ciò 
avverrà quando: 
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 (80) 

Tale relazione costituisce l’espressione matematica del criterio di tor-
sione ottimale il quale stabilisce che la torsione di un edificio è ottimale 
quando la media della somma dei quadrati delle rotazioni degli impal-
cati è minima. Per via della natura della funzione da minimizzare il mi-
nimo da noi cercato sarà sempre non minore di zero, in particolare 
l’uguaglianza a zero sarà soddisfatta in presenza di edifici dotati 
dell’asse dei centri elastici mentre sarà strettamente positivo in tutti gli 
altri casi. 

3.3.1. Determinazione approssimata dell’asse di torsione ottima-
le 

Gli autori, piuttosto che cercare analiticamente il minimo della funzione 
2θ , hanno preferito condurre un’analisi parametrica su edifici multipia-

no, dotati al tempo stesso di telai e di pareti, mostrando che quando tale 
funzione attinge al suo valore minimo la distribuzione in altezza delle 
rotazioni d’impalcato presenta un punto di nullo (Figura 2.9). Inoltre, 
nell’ambito delle analisi effettuate, la quota di tale punto rispetto alla 
base dell'edificio varia in un intervallo limitato (tra 0.75 H e 0.85 H). 
Queste osservazioni hanno suggerito la formulazione semplificata del 
criterio di torsione ottimale secondo cui la torsione di un edificio è otti-
male quando il punto di nullo delle rotazioni d’impalcato si colloca ad 
una quota pari a 0.80 H (corrispondente al punto medio dell’intervallo 
prima determinato). Questa formulazione consente la determinazione 
dell’asse di torsione ottimale in maniera estremamente agevole se si 
tiene conto di un’importante proprietà di cui godono gli edifici multipia-
no. 

Dati due sistemi di azioni applicate in corrispondenza degli impal-
cati: il primo costituito dalle forze orizzontali NFFF ,,, 21 L  contenute in 
un piano verticale, il secondo dalle coppie torcenti 11 1 FM ×= , 

22 1 FM ×= , NN FM ×= 1,L ; allora, ad ogni piano, la rotazione 
d’impalcato Fi,θ  provocata dalle forze F (Figura 2.10a) è numericamente 
uguale allo spostamento orizzontale Miu , , provocato dalle coppie M, dei 
punti appartenenti, al tempo stesso, all’impalcato in questione ed al 
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piano di carico, misurato lungo la direzione parallela allo stesso piano 
(Figura 2.10b). 

 

 x

 x1  x2  x3  x4

 θ

 θi

 θ1

 θN

 zo

 H

 Fi

 
Figura 2.9. Rotazioni d’impalcato per diverse posizioni del piano di carico. 

 θN,F

 Fi

 θi,F

 MN

 Mi

 ui,M

 uN,M (b) (a)

 
Figura 2.10. Proprietà di reciprocità; (a) spostamenti dovuti alle forze, 

(b) rotazioni dovute alle coppie. 

Sfruttando questa proprietà, segue immediatamente dalla formulazione 
semplificata del criterio di torsione ottimale che l’asse di torsione otti-
male coincide con l’asse verticale passante per il centro di torsione Po 
dell’impalcato posto approssimativamente ad una quota zo pari a 0.8 H 
(Figura 2.12a). Infatti, per la definizione di centro di torsione, questo 
punto non subirà alcuno spostamento ( 0, =Mou ) quando l’edificio è sot-
toposto alle coppie M, e quindi per la proprietà di reciprocità prima de-
scritta quando l’edificio è sottoposto alle forze F l’impalcato in questione 
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non subirà alcuna rotazione ( 0, =θ Fo ). Facendo ruotare il piano di carico 
attorno a questo asse la rotazione d’impalcato a livello zo sarà sempre 

nulla, mentre il valore medio di ∑
=

θ
N

i
i

1

2  subirà delle modeste oscillazioni 

attorno al suo valore minimo; ciò è dovuto alle semplificazioni del crite-
rio utilizzato. Inoltre, utilizzando ancora una volta la proprietà di reci-
procità, la somma dei quadrati degli spostamenti Miu ,  dei punti '

iP , in-
tersezioni tra l’asse di torsione ottimale e gli impalcati dell’edificio, pro-
dotti all’applicazione delle coppie M oscillerà attorno al suo valore mi-
nimo. 

3.3.2. Determinazione rigorosa dell’asse di torsione ottimale 

Anche se chi ha definito l’asse di torsione ottimale propone di determi-
narlo utilizzando un criterio approssimato, la cui validità è sostenuta 
dai risultati di indagini numeriche, si dimostrerà che, almeno nel caso 
di edifici dotati di elementi resistenti disposti secondo una griglia orto-
gonale, esso può essere determinato in maniera rigorosa. 

Fissato un sistema di riferimento ortogonale con gli assi X ed Y pa-
ralleli ai piani principali degli elementi resistenti, le rotazioni provocate 
dlle forze orizzontali che agiscono su di un piano verticale parallelo ad 
uno degli assi coordinati possono essere espresse, mediante relazioni re-
lativamente semplici, in funzione delle forze agenti e della posizione del 
piano di carico. 

Consideriamo prima il caso in cui il piano delle forze è parallelo 
all’asse Y ed interseca in x quello delle ascisse. Come gradi di libertà del 
sistema assumiamo le rotazioni θz degli impalcati e gli spostamenti oriz-
zontali lungo gli assi coordinati ux ed uy degli N punti appartenenti ad 
essi (uno per ciascun impalcato) allineati lungo l’asse Z. L’effetto di tali 
forze coincide con la somma della risposta ottenuta applicando le stesse 
forze in corrispondenza dei gradi di libertà della struttura e quella di 
una distribuzione di coppie agenti sugli impalcati pari ad yx F⋅  (Figura 
2.11). 
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Figura 2.11. Decomposizione del sistema di forze eccentriche. 

 
Imponendo l’equilibrio del sistema si ottiene il seguente sistema di e-
quazioni: 
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θ
θ
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dove le matrici Kii rappresentano i diversi blocchi della matrice di rigi-
dezza del sistema. Osserviamo che, avendo scelto i piani coordinati pa-
ralleli ai piani principali del sistema, i blocchi matriciali Kxy e Kyx sono 
nulli. Utilizzando le prime due equazioni è possibile esprimere gli spo-
stamenti incogniti ux ed uy in funzione di θz ed Fy: 

zxxxx θθ
−−= KKu 1  (82a) 

yyyzyyyy FKKKu 11 −
θ

− +−= θ  (82b) 

Utilizzando le (82) si eliminano le incognite ux ed uy dall’equazione di 
equilibrio alla rotazione, che diventa: 

( ) yyyyyzyyyyxxxx x FFKKKKKKKKK ⋅=+−− −
θθ

−
θθ

−
θθθ

111 θ  (83) 

Adesso è possibile ricavare il vettore delle rotazioni d’impalcato, il qua-
le, ricordando la (7a), assume la seguente forma: 

 ( ) y
T
Rz x FxIA −⋅= −1θ  (84) 

la matrice A, di cui riportiamo l’espressione, è simmetrica in quanto 
somma di matrici simmetriche: 

θ
−

θθ
−

θθθ −−= yyyyxxxx KKKKKKKA 11  (85) 

Le rotazioni degli impalcati dipendono linearmente dalla posizione del 
piano di carico, in questo caso definita dall’ascissa x. La somma dei qua-
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drati di tali rotazioni si determina moltiplicando scalarmente il vettore 
θz per se stesso: 

( ) ( ) ( ) y
T
RR

T
y

T
z xxx FxIAAxIF −⋅−⋅=⋅=θ −− 112

zθθ  (86) 

Manipolando opportunamente la (86) si riesce a ricondurre la funzione 
( )x2θ  ad una forma più semplice. Quindi posto: 

11 −−= AAB  (87) 
e sviluppati i prodotti presenti nella (86) si ottiene: 

( ) ( ) y
T
RR

T
yyR

T
R

T
yy

T
y xxx FBxxFFBxBxFBFF ++−=θ 22  (88) 

La (88) può essere ulteriormente semplificata utilizzando la simmetria 
della matrice B e considerando che uno scalare è sempre uguale al pro-
prio trasposto. Da ciò segue che: 

[ ] y
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R

T
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T
yyR

T
y FxBFFBxFFBxF ==

 
(89) 

e quindi 
( ) y

T
RR

T
yy

T
R

T
yy

T
y xxx FxBxFFxBFBFF +−=θ 222  (90) 

La (90) mostra che somma dei quadrati delle rotazioni d’impalcato di-
pende da x mediante una legge parabolica. Se si osserva che la funzione 

( )x2θ  può assumere solo valori positivi si conclude che la parabola deve 
rivolgere necessariamente la concavità verso l’alto. Ma allora essa am-
mette un unico minimo in corrispondenza dell’ascissa del suo vertice: 

y
T
y

y
T
R

T
y

ox
BFF

FxBF
=  (91a) 

L’ascissa xo individua la posizione del piano delle forze che consente di 
rendere minime le rotazioni degli impalcati e dunque coincide con 
l’ascissa dell’asse di torsione ottimale. Essa dipende dalle proprietà del-
la struttura tramite le matrici B ed T

Rx  e dalla distribuzione di forze a-
genti Fy. Ripetendo il procedimento sin qui esposto con una distribuzio-
ne di forze complanari agenti lungo l’asse X si determina anche 
l’ordinata yo, che individua univocamente la posizione dell’asse cercato: 

x
T
x

x
T
R

T
x

oy
BFF

FyBF
=  (91b) 
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3.3.3. L’uso dell’asse di torsione ottimale per la valutazione del-
la risposta elastica delle strutture asimmetriche 

L’asse verticale passante per Po può essere anche definito asse di infles-
sione ottimale, mentre i piani verticali che lo contengono sono detti pia-
ni di inflessione ottimale, essi costituiscono la generalizzazione dei piani 
di inflessione degli edifici dotati di asse elastico. L'applicazione delle 
forze F all'interno di uno di tali piani comporta lo spostamento del pun-
to Po che, in generale, ammette una componente ortogonale al piano di 
carico. Pertanto fissato un sistema di riferimento cartesiano OXYZ, in 
modo che il suo asse Z passi per il punto Po, ed applicate le forze F, pri-
ma nel piano YZ e poi nel piano XZ, gli spostamenti di Po prodotti dai 
due sistemi di forze avranno, in generale, entrambe le componenti oriz-
zontali diverse da zero. Tuttavia è possibile ruotare il sistema di riferi-
mento in maniera che le forze F applicate all'interno dei piani coordinati 
del nuovo sistema di riferimento provochino spostamenti di Po ad esse 
paralleli (Figura 2.12b). Tali piani, analogamente a quanto avviene ne-
gli edifici dotati di asse elastico, li diremo piani principali di inflessione 
ottimale, mentre gli assi ad essi paralleli passanti per Po sono gli assi 
principali. Essi possono essere determinati ricordando che, ordinate le 
componenti degli spostamenti del punto Po, provocati dalle forze F agen-
ti secondo gli assi dei due sistemi di riferimento, rispettivamente nelle 
matrici U ed U', e detta R la matrice di rotazione del sistema di riferi-
mento sussisterà la seguente relazione: 

RURU T' =  (92) 

dove 
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⎦
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imponendo, quindi, che le componenti '
,xyou  e '

,yxou  devono essere nulle si 
determina: 

( )
yyoxxo

xyo

uu
u

,,

,22tan
−

⋅
=α⋅  (94) 

dalla quale si ricava l’angolo α che indica l'orientamento degli assi prin-
cipali rispetto al sistema di riferimento OXYZ. 
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Figura 2.12. Determinazione dell’asse di torsione ottimale (a) e delle direzioni 

principali (b). 

L’asse di torsione ottimale così come è stato definito è legato sia alla di-
stribuzione di forze utilizzata per determinarlo, sia alla rigidezza degli 
elementi strutturali. In merito alla prima dipendenza le analisi parame-
triche condotte dagli autori, utilizzando più distribuzioni di forze (linea-
re e costante), mostrano che tale dipendenza è pressoché insignificante. 
Per quanto concerne la dipendenza dalla rigidezza degli elementi strut-
turali è stato mostrato che piccole alterazioni della rigidezza degli ele-
menti comportano piccoli scostamenti dell’asse di torsione ottimale 
mentre fanno registrare rilevanti spostamenti dei centri di rigidezza. 
Tutto ciò porta gli autori a concludere che l’asse di torsione ottimale sia 
fisicamente più rappresentativo, allo scopo di definire le eccentricità 
strutturali degli edifici che non possiedono un asse dei centri elastici, 
che non i “centri di rigidezza”, secondo le diverse definizione che ne sono 
state date. 

Determinato l'asse di torsione ottimale la valutazione delle eccen-
tricità statiche dei diversi impalcati secondo le direzioni principali Iie ,  
ed IIie ,  è praticamente immediata, esse infatti coincidono con le coordi-
nate dei centri massa nel sistema di riferimento principale. Inoltre, ana-
logamente a quanto accade nei sistemi regolarmente asimmetrici, è pos-
sibile calcolare i raggi d’inerzia delle rigidezze mediante le seguenti re-
lazioni: 
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L'introduzione dell'asse di torsione ottimale consente di determinare la 
risposta elastica di un edificio avente i centri di massa di piano allineati 
lungo un asse verticale utilizzando le proprietà degli edifici regolarmen-
te asimmetrici, anche se esso non è dotato dell'asse dei centri elastici. In 
particolare essa potrà essere determinata tramite analisi statica, a pat-
to di utilizzare le eccentricità di progetto appropriate. 

Si riporta adesso una breve descrizione del procedimento operativo 
proposto, maggiori dettagli si trovano in (Anastassiadis, A. e Ma-
karios, T.39). Il primo passo consiste nella determinazione della posizio-
ne dell'asse di torsione ottimale e delle direzioni principali. Ciò richiede 
la valutazione della risposta statica del sistema ad un insieme di forze 
orizzontali NFFF ,,, 21 L  applicate sugli impalcati secondo due direzione 
ortogonali ed alle coppie torcenti 11 1 FM ×= , 22 1 FM ×= , 

NN FM ×= 1,L . La distribuzione in altezza delle forze teoricamente non 
è sottoposta ad alcuna restrizione ma in effetti è conveniente utilizzare 
quella stabilita dalla normativa, mentre la loro intensità non è rilevante 
in questa fase e pertanto verrà assegnata arbitrariamente. 

La conoscenza della risposta alle coppie M consente agevolmente di 
determinare il centro di torsione Po dell'impalcato a quota zo = 0.8 H, il 
quale coincide con quel punto dell'impalcato che rimane stazionario sot-
to il loro effetto. Le sue coordinate rispetto al sistema di riferimento as-
segnato sono: 

( )
( )oz

oy
o z

zux
θ

−= , ( )
( )oz

ox
o z

zuy
θ

=  (96) 

Nota la posizione dell'asse di torsione bisognerà applicare le forze F su 
due piani verticali, paralleli agli assi X ed Y del sistema di riferimento 
scelto, e contenenti l'asse di torsione ottimale. Quindi determinati gli 
spostamenti orizzontali del punto Po si determinerà l'angolo α che indica 
l'orientamento degli assi principali rispetto al sistema di riferimento 
OXYZ mediante la (94). 

Le tre analisi sin qui effettuate sono sufficienti per valutare la ri-
sposta della struttura da utilizzare per il suo proporzionamento. Infatti 
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determinati i periodi fondamentali traslazionali nelle due direzioni 
principali si determinano le corrispondenti ordinate spettrali e quindi i 
corrispondenti tagli alla base di progetto. Quindi indicati con i simboli 
Ex, Ey ed Ez gli stati di deformazione e sollecitazione della struttura 
prodotti rispettivamente dall'applicazione delle forze F in direzione X ed 
Y e dalle coppie M, la risposta dello stesso sistema alle forze F applicate 
lungo gli assi principali I e II ed alle coppie M può essere determinata 
mediante le seguenti relazioni: 

α⋅+α⋅= sencos yxI EEE  (97a) 

α⋅+α⋅−= cossen yxII EEE  (97b) 

zIII EE =  (97c) 
Tali valori vanno scalati proporzionalmente fino a che il taglio alla base 
non eguaglia quello di progetto, (si ricordi che le tre analisi sono state 
effettuate un valore del taglio di progetto assegnato arbitrariamente). 

Tramite le (97) si determinano gli spostamenti del punto Po secondo 
le due direzioni principali, questi ci consentono di determinare i raggi 
d'inerzia delle rigidezze utilizzando le (95). La valutazione delle eccen-
tricità strutturali, nota la posizione dell'asse di torsione ottimale, è im-
mediata. 

La conoscenza di queste informazioni ci consente di determinare le 
eccentricità di progetto utilizzando le relazioni riportate nei paragrafi 
precedenti. Infine la risposta del sistema alle forze sismiche di progetto 
applicate con tali eccentricità rispetto all’asse di torsione ottimale potrà 
essere valutata mediante le seguenti relazioni: 

( ) IIIIIIIIII EeEeE ,max,max, ⋅−=  (98a) 

( ) IIIIIIIIII EeEeE ,min,min, ⋅−=  (98b) 

( ) IIIIIIIIIII EeEeE ,max,max, ⋅−=  (98c) 

( ) IIIIIIIIIII EeEeE ,min,min, ⋅−=  (98d) 
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3.4. Differenze nella risposta statica di edifici regolarmente e 
non regolarmente asimmetrici 

Stabilire in quali casi è possibile studiare un edificio reale con irregola-
rità in pianta utilizzando le metodologie rigorosamente valide solo per 
sistemi regolarmente asimmetrici, costituisce un problema sentito dalle 
stesse normative antisismiche. Queste stabiliscono che la risposta di tali 
sistemi può essere determinata mediante analisi statica solo se i suoi 
“centri di rigidezza” sono approssimativamente allineati lungo un’asse 
verticale, ciò sottintende che in questo caso il sistema in questione può 
essere assimilato ad uno regolarmente asimmetrico. Bisogna specificare 
che con la denominazione “centri di rigidezza” non sempre le norme 
fanno riferimento ai centri definiti nel paragrafo 1.1, in molti casi si ri-
feriscono ai centri di taglio. 

L’approccio proposto dalle normative è di difficile applicazione per 
via dell’estrema sensibilità dei centri assunti come riferimento, soprat-
tutto dei centri di rigidezza propriamente detti, alle variazioni di rigi-
dezza degli elementi del sistema. Ciò rende spesso impossibile stabilire 
quale tra due edifici reali possiede il comportamento più prossimo a 
quello degli edifici regolarmente asimmetrici, confrontando gli scosta-
menti dalla verticale dei rispettivi centri di riferimento. Per tali motivi 
sono stati condotti diversi studi5, 59 allo scopo di formulare soluzioni più 
adeguate di quelle proposte dai codici antisismici. 

In questo paragrafo si mettono in evidenza alcuni dei caratteri che 
contraddistinguono la risposta statica di edifici reali da quella degli edi-
fici regolarmente asimmetrici. Tali differenze suggeriscono criteri che 
consentono di classificare gli edifici reali. 

Nel paragrafo precedente si è mostrato che la somma dei quadrati 
delle rotazioni d’impalcato di un edificio sottoposto a delle forze compla-
nari Fy varia con legge parabolica con la posizione dei punti in cui sono 
applicate le forze. In particolare se le forze agiscono lungo la direzione Y 
e con x si indica la posizione del piano delle forze, l’equazione della pa-
rabola sarà: 

( ) y
T
RR

T
yy

T
R

T
yy

T
y xxx FxBxFFxBFBFF +−=θ 222  (99) 
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Si osserva che, qualunque sia l’edificio in questione, il termine noto del-
la funzione ( )x2θ  assume sempre segno positivo, esso, infatti, rappre-
senta la somma dei quadrati delle rotazioni che si registrano quando le 
forze sono applicate in corrispondenza dell’asse Z del sistema di riferi-
mento scelto. Aggiungiamo che anche il primo coefficiente dell’equazione 
della parabola è positivo in quanto essa volge sempre la concavità verso 
l’alto. Esiste però una differenza sostanziale tra le parabole relative ri-
spettivamente ad un edificio regolarmente asimmetrico e ad uno che 
non è tale. Nel primo caso l’equazione della parabola si annulla in corri-
spondenza del suo vertice, in questo caso l’ordinata del vertice rappre-
senta la somma dei quadrati delle rotazioni provocate dalle forze agenti 
nei centri di rigidezza del sistema che sono tutte rigorosamente nulle, 
invece nel secondo caso la quantità ( )ox2θ  risulterà strettamente positi-
va, poiché le forze non sono applicate nei centri di rigidezza del sistema. 
S’intuisce immediatamente che quanto più le caratteristiche del sistema 
differiscono da quelle di un edificio regolarmente asimmetrico, tanto più 
il valore ( )ox2θ  si discosterà da zero (Figura 2.13). 

 X
 Z  Y

 x

 Fyi

 θ i

 θ N

 θ 1

  xo xO

 θ 2 (x)
Sistema non regolarmente
asimmetrico

Sistema regolarmente
asimmetrico

 
Figura 2.13. Somma dei quadrati delle rotazioni d’impalcato in funzione della 
posizione x del piano di carico per sistemi regolarmente e non regolarmente a-

simmetrici. 

Al fine di confrontare sistemi con caratteristiche diverse è bene norma-
lizzare l’equazione della parabola. Allora mettendo in evidenza il coeffi-
ciente del termine quadratico e ricordando la (91), si ottiene: 
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Questa, tramite un cambio di variabile, può essere riscritta nel seguente 
modo: 

( ) ( )θ+⋅−⋅=θ Kyyxy oy
T
y 2222 BFF  (101) 

dove 

ox
xy =  (102) 
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Il cambio di variabile effettuato è accettabile solo se l’asse Z del sistema 
di riferimento non coincide con l’asse di torsione ottimale, ovvero se xo è 
diverso da zero. Si sceglierà dunque l’origine del sistema di riferimento 
in modo che la sua distanza dall’asse di torsione ottimale sia pari ad un 

xΔ  arbitrariamente scelto. I valori assunti dalla funzione ( )y2θ  in corri-
spondenza dell’origine del sistema di riferimento e del vertice valgono 
rispettivamente: 
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T
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ed il loro rapporto è pari a: 
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Visto che la parabola di equazione ( )y2θ  assume solo valori positivi il 
termine noto Kθ non può essere inferiore ad uno. Esso in generale di-
pende dalle caratteristiche della struttura, dalla distribuzione di forze 
agenti e dall’origine del sistema di riferimento utilizzato ma, per sistemi 
regolarmente asimmetrici, è sempre uguale ad uno; a questa conclusio-
ne si arriva imponendo che per un tale sistema deve essere ( ) 012 =θ . Il 
rapporto ρθ, invece, assume valori compresi tra zero (solo per sistemi re-
golarmente simmetrici) ed uno. Allora quanto più il predetto rapporto, 
che in base alla (106) coincide con quello tra i quadrati delle minime ro-
tazioni del sistema ed i quadrati delle rotazioni provocate da forze che 
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agiscono in corrispondenza dell’asse Z, è prossimo a zero tanto più il si-
stema potrà essere assimilato ad un sistema regolarmente asimmetrico. 
È importante osservare che se si vogliono classificare due o più edifici 
utilizzando il rapporto ρθ bisognerà fissare la stessa eccentricità xΔ  dai 
rispettivi assi di torsione ottimale. Inoltre è bene che la distanza xΔ non 
sia elevata, infatti, basta ricordare il significato fisico del parametro di 
confronto per concludere che questo, in tal caso, assumerà valori pros-
simi a zero e distribuiti in un intervallo di ampiezza modesta, rendendo 
così difficile la classificazione gli edifici. 

 X
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 Fyi

 θ i
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 θ 1

 θ i = 0
 ∀ i
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 θ 1 = 0

 x < xo  x = xo  x > xo

 x = xo x = xo,N  x = xo,1 x < xo,N  x > xo,1

Sistema regolarmente asimmetrico

Sistema non regolarmente asimmetrico

 
Figura 2.14. Distribuzione lungo l’altezza delle rotazioni d’impalcato. 

Ulteriori differenze di comportamento, tra le due tipologie di edifici qui 
considerate, emergono quando si osserva come varia la distribuzione in 
altezza delle rotazioni d’impalcato provocate da forze orizzontali, aventi 
tutte lo stesso segno, al variare della posizione del piano su cui esse agi-
scono. In un sistema regolarmente asimmetrico gli impalcati ruoteranno 
tutti nel medesimo verso sotto l’effetto delle forze annullandosi solo 
quando il piano delle forze conterrà l’asse dei centri elastici. Per edifici 
che non appartengono a tale tipologia, invece, si riesce a rendere mini-
me le rotazioni ma non è possibile annullarle tutte; inoltre fino a quan-
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do la posizione del piano delle forze, nel nostro caso definita dall’ascissa 
x, sarà interna ad un dato intervallo che dipende dalle caratteristiche 
della struttura e dalla distribuzione di forze considerata, gli impalcati 
subiranno ai vari piani rotazioni di segno diverso. Basta ricordare le 
proprietà dell’asse di torsione ottimale per concludere che la sua posi-
zione è interna all’intervallo di valori appena definito. È chiaro che, la 
risposta statica di un edificio multipiano è tanto più vicina a quella di 
un sistema regolarmente asimmetrico quanto minore è l’ampiezza di 
questo intervallo (Figura 2.14). 

È noto che i centri di torsione CTi di una struttura non regolarmente 
asimmetrica non sono allineati lungo un’asse verticale, ma comunque 
saranno distribuiti all’interno di una zona di ampiezza limitata. Ebbene 
si dimostra facilmente che le rotazioni d’impalcato di un edificio, sotto-
posto a forze orizzontali, presentano segno diverso solamente se il piano 
che contiene tali forze attraversa la zona in questione, pertanto si con-
clude che la maggiore tra le due dimensioni di questa zona, misurate 
lungo X ed Y, coincide con l’ampiezza dell’intervallo cercato, in simboli,  

( ) ( )( )minmaxminmax ,max TTTT yyxxd −−=Δ  (107) 

Al fine di dimostrare quanto è stato affermato, si supponga di determi-
nare i centri di torsione di una struttura multipiano utilizzando le cop-
pie yz FM ⋅= 1 , dove Fy è un’assegnata distribuzione di forze agenti in 
direzione Y. Successivamente bisogna determinare il segno delle rota-
zioni d’impalcato quando forze Fy agiscono su un piano esterno alla zona 
in cui sono distribuiti i centri CTi (Figura 2.15a), se con x si indica 
l’ascissa comune dei punti Pi in cui sono applicate le forze ciò equivale a 
dire minTxx ≤  o maxTxx ≥ . In virtù della proprietà di reciprocità di cui 
godono tutti i sistemi multipiano (paragrafo 3.3.1), le rotazioni provoca-
te dalle forze Fy coincidono numericamente con gli spostamenti in dire-
zione Y dei punti Pi provocati dalle coppie yz FM ⋅= 1 , basta quindi di-
mostrare che gli spostamenti di tali punti hanno lo stesso segno. Poiché 
le coppie agenti hanno lo stesso segno, tutti gli impalcati ruoteranno at-
torno ai centri CTi nello stesso senso; allora se minTxx ≤  gli spostamenti 
dei punti Pi, che stanno tutti a sinistra del corrispondente centro di tor-
sione, avranno lo stesso segno (Figura 2.15b). Analogamente si dimostra 
che gli spostamenti dei punti Pi hanno segni diversi ai vari piano quan-
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do maxmin TT xxx ≤≤ , infatti in questo caso il generico Pi, a seconda del 
piano a cui appartiene, si troverà a sinistra o a destra del corrisponden-
te CTi. 
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Figura 2.15. Rotazioni causate da un insieme di forze orizzontali. 



 

 



Capitolo 3 
RISPOSTA INELASTICA 

1. Risposta inelastica di schemi semplificati asimmetrici  

Tutti i codici antisismici consentono di proporzionare le strutture utiliz-
zando sollecitazioni di progetto inferiori a quelle che esse dovrebbero 
sopportare per superare senza danni un terremoto severo. Ciò che con-
sente tale riduzione è la capacità della struttura di deformarsi in campo 
plastico senza subire sostanziali riduzioni di resistenza e dissipando, in 
questo modo, parte dell’energia impartitagli dal sisma. Pertanto le cono-
scenze sulla risposta elastica dei sistemi asimmetrici non sono sufficien-
ti a descrivere il comportamento delle strutture reali, le quali rimango-
no elastiche in occorrenza di eventi sismici di lieve entità ma subiscono 
forti escursioni in campo plastico quando sono sottoposte all’azione di un 
sisma severo. Tali motivi hanno spinto diversi ricercatori a studiare la 
risposta inelastica dei sistemi irregolari in pianta. 

Apparve subito chiaro che l’approccio più appropriato per affrontare 
il problema fosse quello numerico. Così si pensò di studiare il fenomeno 
utilizzando i risultati di estese analisi parametriche condotte su sistemi 
asimmetrici diversi tra loro; questi vanno generati facendo variare quei 
parametri che possono ragionevolmente condizionarne la risposta. Pur-
troppo l’attuazione di questo tipo approccio comportò subito grosse diffi-
coltà. Infatti, il numero di parametri che condiziona la risposta inelasti-
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ca dei sistemi asimmetrici è molto elevato: a rigore questa è influenzata 
oltre che dai parametri che caratterizzano la risposta elastica anche dal 
numero, dalla posizione e dalla resistenza dei singoli elementi struttu-
rali. Inoltre la valutazione della risposta inelastica di schemi adegua-
tamente rappresentativi degli edifici reali richiede un onere computa-
zionale notevole, in pratica insostenibile con i modesti mezzi di calcolo 
utilizzanti negli anni in cui questi studi iniziarono a svilupparsi. Così la 
maggior parte dei risultati disponibili sul comportamento inelastico del-
le strutture irregolari in pianta sono il prodotto di studi condotti su si-
stemi monopiano, schemi estremamente semplici a confronto delle 
strutture reali. Generalmente lo schema consiste in un impalcato rigido 
nel proprio piano, in cui è concentrata la massa, sostenuto da due in-
siemi di elementi resistenti disposti lungo due direzioni ortogonali e ca-
ratterizzati da un comportamento elasto − plastico perfetto. L’uso di 
questo modello semplificato ha consentito, da un lato di ridurre in ma-
niera significativa i tempi di elaborazione necessari, dall’altro, agevolati 
dalla possibilità di descrivere la sua risposta con pochi parametri (spo-
stamenti d’impalcato nella direzione del sisma e richiesta di duttilità 
degli elementi resistenti), di estrapolare utili informazioni sul compor-
tamento inelastico di tali sistemi e di formulare nuove linee guide per la 
loro progettazione. 

1.1. L’influenza del numero di elementi resistenti 

Se, a rigore, il numero di parametri che influenzano il comportamento 
inelastico dei sistemi asimmetrici è estremamente elevato è anche vero 
che l’influenza di alcuni di essi è così modesta da poter essere trascura-
ta. A tal proposito, gli studi condotti da Goel e Chopra28 su modelli mo-
nopiano irregolari in pianta, che differiscono per il numero di elementi 
resistenti Ne disposti lungo la direzione del sisma, mostrano che la loro 
risposta inelastica è pressoché indipendente da tale parametro. Più pre-
cisamente si osserva che i massimi valori degli spostamenti e delle rota-
zioni d’impalcato sono indipendenti dal parametro analizzato, mentre 
una modesta influenza si riscontra sugli spostamenti degli elementi di 
estremità, nel intervallo di periodi in cui l’accelerazione spettrale è co-
stante. La richiesta di duttilità massima del sistema mostra invece una 
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sensibile dipendenza dal parametro Ne, ma solo per sistemi in cui il cen-
tro di rigidezza CR coincide con il baricentro delle resistenze CP. 
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Figura 3.1. Storia nel tempo della risposta inelastica in termini di Taglio e Tor-

sione di strutture dotati di 3, 5 e 7 elementi resistenti nella direzione del si-
sma. 
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(De la Lera e Chopra11). 

Questo risultato, che vale anche nel caso dei sistemi multipiano, non è 
scontato poiché, in linea di principio, le plasticizzazioni si evolvono in 
maniera differente nei diversi sistemi dando luogo a risposte diverse. 
Tuttavia esso diventa logico alla luce degli studi condotti da De la Lera 
e Chopra11. Essi hanno analizzato la risposta inelastica di tre sistemi 
regolarmente asimmetrici a cinque piani che differiscono tra loro pro-
prio per il numero di elementi resistenti disposti parallelamente alla di-
rezione del sisma rispettivamente pari a 3, 5 e 7 (Figura 3.1). Tutti i si-
stemi sono dotati di traversi rigidi, possiedono la stessa eccentricità 
strutturale normalizzata es /L pari a 0.125, lo stesso taglio resistente pa-
ri al 15% del peso della struttura, e la stessa eccentricità di resistenza 
eP /L pari a 0.125. 

Ciascuna struttura è stata sottoposta all’azione di un terremoto a-
gente in direzione Y ottenuto raddoppiando le accelerazioni della com-
ponente N – S dell’accelerogramma registrato ad El Centro. Valutata la 
risposta inelastica, gli autori hanno riportato la storia nel tempo del ta-
glio di piano Vyi, somma dei tagli agenti sui diversi elementi resistenti 
disposti lungo la direzione Y, e del momento torcente di piano Tzi, valu-
tato rispetto ad un punto arbitrariamente scelto, sul piano Vy – Tz. Sullo 
stesso piano hanno riprodotto pure il dominio limite Taglio – Torsione di 
piano, noto anche come dominio SST (Storey Shear – Torque). Questo 
coincide con il luogo dei punti corrispondenti a tutte le possibili combi-
nazioni di Vyi e Tzi che, applicati staticamente, causano la piena plasti-
cizzazione della struttura. 

Si osserva che incrementando il numero di elementi il dominio ta-
glio SST diventa più arrotondato nella zona in cui prevalgono i meccani-
smi torsionali (Figura 3.1). Tuttavia, poiché la risposta del sistema 
all’interno del dominio, che è condizionata soprattutto dall’eccentricità 
strutturale (uguale per i tre sistemi), non si sviluppa nella zona interes-
sata dai cambiamenti, tutte le configurazioni considerate evidenziano 
risposte simili come mostrano i diagrammi riportati in Figura 3.1. 
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1.2. Effetti dell’accoppiamento latero-torsionale in campo pla-
stico 

In campo inelastico gli effetti dei fenomeni di accoppiamento latero-
torsionale sono qualitativamente uguali a quelli che si osservano in 
campo elastico. Così in un sistema asimmetrico l’azione di un sisma tra-
slazionale causa contemporaneamente moti traslatori e torsionali. A 
causa dei moti rotatori, le deformazioni massime degli elementi resi-
stenti paralleli alla retta d’azione del sisma sono tra loro diseguali e si 
discostano da quella del corrispondente sistema bilanciato soprattutto 
per gli elementi posti alle estremità dell’impalcato. 

 Analogamente a quanto avviene nel caso elastico, il diagramma dei 
massimi spostamenti dell’impalcato lungo la direzione del sisma presen-
ta un andamento curvilineo. La forma di questo diagramma e gli sco-
stamenti che esso presenta da quello costante del corrispondente siste-
ma bilanciato sono influenzati dall’eccentricità strutturale es/L e dal 
rapporto delle frequenze torsionale e laterale disaccoppiate Ωθ. In parti-
colare il suo andamento è prossimo a quello lineare per sistemi torsio-
rigidi con piccoli valori di eccentricità, mentre diventa fondamentalmen-
te curvilineo in quelli torsio-flessibili o caratterizzati da un rapporto Ωθ 
prossimo ad uno soprattutto per eccentricità elevate. Il massimo spo-
stamento del lato deformabile dell’impalcato è sempre maggiore di quel-
lo del corrispondente sistema traslante, mentre lo spostamento del lato 
rigido è minore di quello del bilanciato se il sistema è torsio-rigido e 
tende a crescere man mano che si riduce il rapporto Ωθ fino a superarlo. 

Le analogie tra la risposta elastica e quella inelastica di un sistema 
asimmetrico sono valide solo a livello qualitativo. Infatti, lo schema in 
questione, quando viene sollecitato in campo plastico, manifesta rota-
zioni minori di quelle riscontrate nel sistema elastico. In conseguenza di 
ciò, il carattere della risposta inelastica è meno rotazionale e quindi si 
osservano scostamenti tra gli spostamenti del sistema asimmetrico e 
quello dello schema bilanciato percentualmente inferiori a quelli riscon-
trabili nel caso elastico. 

Si riescono a spiegare queste differenze di comportamento se si os-
serva come variano le caratteristiche dinamiche del sistema durante il 
sisma. Soprattutto in sistemi dotati di periodo traslazionale modesto, 
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l’eccitazione sismica produce abbondanti plasticizzazioni negli elementi 
paralleli alla direzione del moto al suolo modificando nel tempo 
l’eccentricità strutturale. Per effetto delle oscillazioni di es, che può ad-
dirittura invertirsi, le rotazioni d’impalcato risultano più contenute. Bi-
sogna inoltre aggiungere che mentre gli elementi paralleli si plasticiz-
zano di frequente quelli ortogonali raggiungono raramente il limite ela-
stico e per tempi più brevi. Così avviene che, per lunghi intervalli di 
tempo, la rigidezza traslazionale Ky(t) risulta sensibilmente ridotta ri-
spetto al valore iniziale, mentre quella torsionale KθR(t) si mantiene 
prossima al livello iniziale perché il contributo ad essa degli elementi 
ortogonali rimane pressoché inalterato. Durante questi intervalli di 
tempo il sistema diventa più rigido torsionalmente di quanto non lo era 
inizialmente e di conseguenza meno sensibile ai fenomeni di accoppia-
mento latero-torsionale. È ovvio che il fenomeno descritto è tanto più ri-
levante quanto maggiore è il contributo degli elementi resistenti ortogo-
nali alla rigidezza torsionale del sistema; tuttavia va tenuto in conto che 
nella realtà la struttura sarà esposta a due componenti orizzontali del 
moto al suolo e pertanto anche gli elementi trasversali subiranno rile-
vanti escursioni in campo plastico27, 49. Sulla base di tale osservazione 
diversi ricercatori, nell’ambito dei loro studi sulla risposta inelastica di 
strutture asimmetriche soggetti ad input sismico mono-direzionale, 
hanno utilizzato sistemi in cui gli elementi trasversali forniscono un 
contributo modesto o trascurabile alla rigidezza torsionale. 

1.3. L’influenza della distribuzione di resistenza 

Una delle problematiche di maggior interesse è senz’altro quella di sta-
bilire come, al variare della ripartizione in pianta del taglio resistente, 
si modifichi la risposta inelastica di un sistema asimmetrico. Il proble-
ma è stato affrontato da diversi autori14, 22, 58 esaminando la risposta si-
smica di schemi monopiano. Per ciascuno schema le diverse distribuzio-
ni in pianta della resistenza si ottengono ripartendo tra i telai il taglio 
di progetto, pari a quello ricavato dallo spettro elastico diviso il fattore 
di struttura q (il valore di q generalmente si assume pari a 4 o 5 in mo-
do che il sistema subisca forti escursioni in campo plastico sotto l’azione 
del sisma). Tale ripartizione avviene o in proporzione alla rigidezza la-
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terale degli elementi resistenti, così come accade in un sistema traslan-
te, oppure applicando le prescrizioni relative alle strutture asimmetri-
che stabilite da diversi codici antisismici (N.B.C.C., N.Z.S. e U.B.C.). 

Tali norme prevedono che si valuti la risposta statica della struttu-
ra con due schemi di carico. In entrambi i casi, la forza sismica Fy va 
applicata eccentricamente rispetto al centro di rigidezza ma con eccen-
tricità diverse, pari rispettivamente ad emax ed emin. Il taglio resistente 
del generico elemento coincide con il più grande tra i valori determinati 
nei due casi. Le due eccentricità di progetto si valutano utilizzando delle 
semplici relazioni che sono formalmente analoghe per tutti i codici con-
siderati: 

Lee s ⋅β+⋅α=max  (1a) 

Lee s ⋅β−⋅δ=min  (1b) 

Il significato dei diversi termini è stato già spiegato nel Capitolo 1. I va-
lori dei coefficienti α, δ, e β, diversi da norma a norma, sono riassunti 
nella Tabella 3.1. 

Tabella 3.1. Coefficienti per il calcolo delle eccentricità di progetto. 

Normativa α δ β 
N.B.C.C. 1.50 0.50 0.05 

N.Z.S. 1.00 1.00 0.10 
U.B.C. 1.00 1.00 0.05 

Quando la forza agisce in posizione eccentrica rispetto al centro di rigi-
dezza l’impalcato trasla e ruota al tempo stesso. Per effetto della rota-
zione, la distribuzione in pianta del taglio resistente è diversa da quella 
del corrispondente sistema traslante, dove la resistenza di ciascun ele-
mento è proporzionale alla sua rigidezza. Infatti, detta ed l’eccentricità 
di progetto, che determina per l’i-esimo elemento resistente lo stato di 
sollecitazione più gravoso, la resistenza di progetto dell’elemento in 
questione sarà: 
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dove kyi è la rigidezza laterale dell’i-esimo telaio, Ky la rigidezza com-
plessiva del sistema nella direzione del sisma, rk il raggio d’inerzia delle 
rigidezze valutato rispetto a CR, ed infine xi indica l’ascissa dell’i-esimo 
elemento rispetto a CR. Questa relazione mostra che il taglio resistente 
Vyi si può ottenere moltiplicando il corrispondente o

yiV , pari al valore che 
si ottiene ripartendo la resistenza complessiva in proporzione alla rigi-
dezza degli elementi, per un fattore Γi,d che, a seconda dei casi, può es-
sere amplificativo o riduttivo. Ricordando l’espressione di ed si ricavano 
immediatamente le relazioni per il calcolo di Γi,d: 

( ) ( )[ ]minmax, ,max ee iidi ΓΓ=Γ  (3) 

dove: 
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è facile verificare che, quando si applicano le prescrizioni di normativa, 
la resistenza degli elementi del lato flessibile è sempre maggiore di o

yiV , 
mentre quella degli elementi del lato rigido può essere sia minore che 
maggiore di o

yiV  (Figura 3.2). 
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Figura 3.2. Fattore di resistenza; (a) elemento del lato flessibile, (b) elemento 

del lato rigido. 
Inoltre è interessante osservare che, se si trascura l’eccentricità acciden-
tale ea, esisterà un particolare valore dell’eccentricità per cui la resi-
stenza dell’elemento del lato rigido si annulla. Dunque l’introduzione 
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della ea nelle formule delle eccentricità di progetto, non solo tiene conto 
dei fenomeni aleatori discussi nel Capitolo 1, ma consente anche di sta-
bilire un minimo di resistenza al di sotto del quale non è possibile scen-
dere (Figura 3.2). L’eccentricità ec che corrisponde a tale minimo è de-
nominata eccentricità critica. 

Nei diversi studi condotti in questo ambito, i parametri esaminati 
sono gli spostamenti delle due estremità dell’impalcato, che forniscono 
informazioni sul danno subito dagli elementi non strutturali, e la richie-
sta di duttilità degli elementi portanti, che quantifica il danno struttu-
rale. Per evidenziare gli effetti dell’accoppiamento latero-torsionale tali 
parametri sono stati normalizzati rispetto a quelli del corrispondente si-
stema bilanciato. 

Nonostante i ricercatori che hanno studiato queste problematiche 
siano partiti da ipotesi diverse (sistemi differenti per il numero di ele-
menti resistenti, valutazione della risposta inelastica del sistema in og-
getto per un solo accelerogramma o per più accelerogrammi, ecc.) essi 
giungono alle medesime conclusioni. Pertanto, di seguito saranno mo-
strati solo i risultati ottenuti da Tso e Zhu58, i quali hanno esaminato la 
risposta di un insieme di sistemi che coprono un ampio intervallo di con-
figurazioni strutturali. Queste differiscono tra loro per il rapporto tra le 
frequenze torsionale e laterale disaccoppiate Ωθ, così da studiare il fe-
nomeno sia per sistemi torsio-rigidi che torsio-flessibili, e per il valore 
dell’eccentricità strutturale es, che varia da valori modesti a valori ele-
vati.  

Tutti gli schemi analizzati possiedono tre elementi resistenti dispo-
sti lungo la direzione in cui agisce l’eccitazione sismica e la stessa rigi-
dezza laterale Ky. La distribuzione in pianta della rigidezza invece non è 
uguale per tutti i sistemi cosicché è possibile distinguere nove diverse 
configurazioni (Figura 3.3); ciascuna di queste è caratterizzata 
dall’eccentricità di CR rispetto a CG, che assume i valori 0.0 L, 0.2 L e 
0.4 L, e dal rapporto tra le rigidezze del secondo e terzo elemento, corri-
spondente a ky3 = 10ky2, ky3 = ky2 e 10ky3 = ky2 (i tre casi saranno di segui-
to indicati rispettivamente con le lettere A, B e C). I nove sistemi spa-
ziano quindi da quelli torsio-rigidi con distribuzione simmetrica della 
rigidezza (0.0 L / A) a quelli torsio-flessibili con elevata eccentricità di 
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rigidezza. Infine, per ciascuna configurazione strutturale si è fatta va-
riare l’eccentricità es spostando il centro di massa, inizialmente coinci-
dente con quello di rigidezza, verso destra. 
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Figura 3.3. Configurazioni strutturali esaminate. 

I risultati delle analisi mostrano che lo spostamento normalizzato un del 
lato flessibile è sempre superiore all’unità; esso aumenta quando cresce 
l’eccentricità strutturale e quando diminuisce il rapporto Ωθ. La risposta 
del lato rigido è più articolata; qui per i sistemi torsio-rigidi lo sposta-
mento del sistema asimmetrico è sempre inferiore a quello del corri-
spondente sistema bilanciato e si riduce all’aumentare dell’eccentricità 
es, invece per i sistemi torsio-flessibili accade esattamente il contrario 
con un che si mantiene maggiore del valore unitario e cresce con es. Tut-
to ciò è ovvio ed è perfettamente in linea con quanto era stato esposto 
nel paragrafo 1.2. Invece è interessante osservare che sia al lato rigido 
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sia al lato flessibile lo spostamento normalizzato è pressoché indipen-
dente dalla distribuzione di resistenza adottata, questo risultato, estre-
mamente importante, è stato confermato anche da altri studi28, 49. Le u-
niche differenze si riscontrano per gli schemi dotati di un’eccentricità 
strutturale prossima a quella critica. Infatti, in questi casi, progettando 
con la normativa americana o con quella neozelandese si assegna 
all’elemento del lato rigido una resistenza prossima a zero; in conse-
guenza di ciò l’elemento del lato rigido si plasticizza quasi subito ridu-
cendo sensibilmente l’eccentricità strutturale e quindi la componente 
torsionale della risposta. Questo fenomeno non si ripete negli altri due 
casi per via della maggiore resistenza assegnata all’elemento rigido, il 
che spiega le differenze anzidette. 

Se la distribuzione in pianta della resistenza non influenza gli spo-
stamenti del sistema, certamente non si può dire lo stesso a proposito 
della richiesta di duttilità. I diagrammi rappresentati in Figura 3.4 mo-
strano che, se si assegna la resistenza in proporzione alla rigidezza degli 
elementi (curva contrassegnata con la sigla S.P.), la richiesta di duttilità 
normalizzata d dell’elemento sul lato flessibile attinge sempre a valori 
superiori all’unità. Il valore assunto da d è tanto più elevato quanto 
maggiore è l’eccentricità e minore è la rigidezza torsionale dello schema. 
Al contrario, se si utilizzano gli accorgimenti proposti dalle normative 
considerate, la richiesta di duttilità normalizzata si mantiene inferiore 
ad uno per qualunque valore di es. Ciò tuttavia non significa che le nor-
mative sono eccessivamente conservative, anzi queste, sottovalutando 
l’entità dei moti torsionali in campo elastico per i sistemi con Ωθ ≤ 1.0 
dotati di eccentricità non molto elevata (vedi Capitolo 1), non riescono 
ad evitare la plasticizzazione dell’elemento lato flessibile per sismi mo-
derati. 

Differenze ancora più rilevanti si riscontrano per la richiesta di dut-
tilità normalizzata registrata sul lato rigido della struttura (Figura 3.5). 
Qui si osserva che d attinge al valore massimo in corrispondenza 
dell’eccentricità critica. Tale massimo è molto elevato quando si proget-
ta con l’U.B.C. ed in minor misura con la N.Z.S., poiché queste consen-
tono forti riduzioni di resistenza al lato rigido, mentre raggiunge valori 
al più poco superiori ad uno se si proporziona la struttura con la 
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N.B.C.C. che ammette riduzioni di resistenza meno rilevanti. Il fenome-
no descritto è più rilevante (valori maggiori di d in corrispondenza di ec, 
maggiore ampiezza dell’intervallo in cui d supera il valore unitario) so-
prattutto nei sistemi torsio-flessibili in cui, a dispetto della riduzione di 
resistenza del telaio sul lato rigido (quindi del suo spostamento al limite 
elastico) consentito da alcune norme antisismiche, gli spostamenti cre-
scono rispetto a quello del sistema bilanciato. 
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Figura 3.4. Richiesta di duttilità normalizzata dell’elemento al lato flessibile. 

(Tso e Zhu58). 
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Figura 3.5. Richiesta di duttilità normalizzata dell’elemento al lato rigido. 

(Tso e Zhu58). 

2. Caratteristiche degli schemi asimmetrici multipiano 

Come emerge dai paragrafi precedenti il bagaglio delle conoscenze ac-
quisite sulla risposta inelastica delle strutture con irregolarità planime-
trica è frutto essenzialmente di studi condotti con sistemi monopiano. 
Negli ultimi anni tali schemi sono stati accusati da più parti15, 16, 42 di 
descrivere in maniera eccessivamente semplificata e quindi poco reali-
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stica il comportamento degli edifici reali. Così oggi è fortemente sentita 
la necessità di verificare i risultati conseguiti sui sistemi monopiano 
studiando la risposta sismica di schemi multipiano51. 

L’adozione del modello multipiano può indubbiamente fornire in-
formazioni più complete e realistiche sul comportamento sismico delle 
strutture irregolari in pianta, tuttavia il suo impiego comporta non po-
chi problemi. Infatti, la risposta inelastica di questo schema è condizio-
nata da un gran numero di presupposti e parametri (il criterio di proget-
to adottato, la sovraresistenza delle singole sezioni, ecc.), che connessi 
alle differenze dell’input sismico possono alterare la sequenza di forma-
zione delle cerniere plastiche ed il meccanismo di collasso. Inoltre la 
complessità del modello spesso rende le analisi numeriche così onerose e 
lente (anche disponendo di computer potenti) da limitare lo studio a po-
che applicazioni, dalle quali è pericoloso trarre conclusioni generali. 

Per tali motivi, la scelta del modello più appropriato rappresenta 
una fase determinante nell’ambito di uno studio sulla risposta inelastica 
di sistemi multipiano. Tale scelta è condizionate da due diverse esigenze 
che spingono i ricercatori verso direzioni opposte. Da una parte si avver-
te la necessità di semplificare, tramite opportune ipotesi restrittive, gli 
schemi da analizzare: ciò rende le analisi meno onerose e, soprattutto, 
consente di ridurre sia il numero dei parametri che condizionano la ri-
sposta inelastica sia di quelli che la descrivono. D'altronde 
l’introduzione di ipotesi semplificative può condurre a modelli che tra-
scurano aspetti rilevanti del fenomeno da studiare; tale pericolo spesso 
induce i ricercatori ad utilizzare modelli estremamente attinenti alla 
realtà di cui, però, è quasi impossibile interpretare i risultati. 

In passato, spinti dalla volontà di semplificare il problema, Duan e 
Chandler16 hanno esaminato la risposta inelastica degli edifici asimme-
trici tramite schemi shear-type, cioè sistemi costituiti da impalcati rigidi 
nel proprio piano sostenuti da telai con travi rigide. La risposta di tali 
schemi è poco realistica. Infatti, nel modello in questione, le cerniere 
plastiche si aprono solo alle estremità delle colonne dando luogo a mec-
canismi di piano, mentre ciò generalmente non accade nelle strutture 
reali che vanno progettate in maniera da favorire la plasticizzazione del-
le travi ottenendo meccanismi di collasso di tipo globale. Per tale motivo 
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Moghadam e Tso42, 44 utilizzano nelle loro analisi un modello più fedele 
alla realtà, ma molto più complesso del precedente, in cui gli elementi 
resistenti sono costituiti da telai piani dotati di travi e colonne entram-
be deformabili. Tutte le aste possono plasticizzarsi nelle sezioni di e-
stremità, tuttavia, in accordo con la teoria del capacity design, la resi-
stenza dei diversi elementi è stata assegnata in modo che le cerniere si 
aprano prevalentemente nelle travi ed alla base delle colonne del primo 
ordine. 

Nei paragrafi successivi si mostrano quegli aspetti del comporta-
mento sismico dei telai multipiano che non possono essere colti median-
te telai monopiano con traversi rigidi ma che potrebbero influenzare la 
risposta degli edifici irregolari in pianta dotati di struttura intelaiata. 
Per raggiungere tale obbiettivo, attraverso una serie di esempi, si met-
tono in evidenza le problematiche che nascono mentre si passa dal si-
stema monopiano ideale (costituito da elementi resistenti elastici perfet-
tamente plastici, i quali da adesso saranno denominati sistemi mono-
piano shear-type) ai sistemi multipiano con struttura intelaiata, attra-
verso uno stadio intermedio costituito dal sistema monopiano intelaiato 
(un insieme tridimensionale di telai ad un piano). Tali riflessioni da un 
lato sottolineano la necessità di utilizzare modelli più realistici degli 
schemi monopiano per esaminare la risposta sismica degli edifici asim-
metrici, dall’altro costituiscono un utile ausilio nella scelta di un model-
lo multipiano che fornisca risultati coerenti con la realtà e che, al tempo 
stesso, possano essere descritti attraverso un numero ragionevole di pa-
rametri.  

2.1. La sovraresistenza 

Il comportamento di un telaio monopiano shear-type è elastico fino a che 
la forza orizzontale è inferiore al valore di progetto, ma quando tale va-
lore viene raggiunto tutte le cerniere plastiche si aprono contemporane-
amente trasformando il sistema in un meccanismo. Il comportamento di 
un telaio multipiano differisce da quello appena descritto poiché, in que-
sto caso, molte sezioni possiedono una sovraresistenza, cioè una resi-
stenza maggiore di quella strettamente richiesta dall’analisi di progetto. 
Le ragioni che determinano la comparsa della sovraresistenza delle se-
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zioni sono molteplici. Nel caso di telai in acciaio, ragioni tecnologiche ed 
economiche impongono l’uso di un limitato numero di sezioni; nelle 
strutture in cemento armato l’uso delle armature consente di ridurre, 
ma non di eliminare completamente, le differenze tra la resistenza ri-
chiesta e quella fornita. Tuttavia ancora più rilevante è la sovraresi-
stenza che scaturisce dall’uso più condizioni di carico per il proporzio-
namento della struttura (secondo l’EC8 ed altre norme: carichi verticali 
incrementati in assenza di forze orizzontali, carichi verticali ridotti in 
concomitanza di forze orizzontali). Come conseguenza di ciò, sotto 
l’azione delle forze orizzontali di progetto le cerniere plastiche si forma-
no solo in alcune sezioni e dunque il telaio sarà ancora in grado di as-
sorbire ulteriori incrementi del carico prima di raggiungere il collasso. 

Dopo aver definito la resistenza di tutte le sezioni, il moltiplicatore 
di collasso αc di una data distribuzione di forze orizzontali ed il taglio 
globale limite alla base Vlim (somma delle forze orizzontali agenti sul te-
laio all’atto dell’incipiente collasso) possono essere facilmente valutati 
per mezzo di analisi push-over o utilizzando i teoremi dell’analisi limite. 
La sovraresistenza globale Os del telaio può quindi essere definita come 
il rapporto tra il taglio limite ed il taglio di progetto alla base del telaio. 

L’esempio che segue mostra come l’entità della sovraresistenza è in-
fluenzata dall’uso di più condizioni di carico e, in particolare, dal rap-
porto tra l’entità dei carichi verticali e delle forze orizzontali. Si conside-
ri un edificio in acciaio a sei piani; su ciascun impalcato grava un carico 
verticale pari a q = 5.1 kN m-2 nella condizione di carico sismica (carichi 
permanenti più carichi verticali ridotti) che corrisponde, in assenza di 
forze sismiche, ad un valore di progetto di qd = 9.6 kN m-2 (carichi per-
manenti e variabili incrementati attraverso i coefficienti di sicurezza 
parziali γg = 1.4 e γq = 1.5 stabiliti dall’Eurocodice). La rigidezza delle a-
ste dei telai trasversali (Figura 3.6) è stata determinata così da ottenere 
il periodo del primo modo di vibrazione pari a T1 = 1.0 s; il momento 
d’inerzia delle travi Ib è uguale a tutti i piani, così come quello delle co-
lonne Ic; il loro rapporto vale Ib / Ic = 0.364; questi valori sono stati asse-
gnati indipendentemente da quelli disponibili tra i profilati commercia-
li. Le azioni sismiche per l’analisi statica della struttura sono state va-
lutate in accordo con lo spettro elastico proposto dall’Eurocodice 8 per 
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suoli di tipo A con α = 0.35, ridotto attraverso un fattore di struttura 
q = 5, considerando una distribuzione delle forze lungo l’altezza lineare. 
La Figura 3.7 mostra che, nel caso in questione, la distribuzione lineare 
coincide sostanzialmente con quella associata al primo modo di vibra-
zione, le differenze percentuali tra i due sistemi di forze sono sempre in-
feriori al 10%, mentre differenze ancora più modeste si riscontrano tra 
le sollecitazioni da esse prodotte. 
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Figura 3.6. Telaio trasversale. Figura 3.7. Distribuzioni di forze. 

Le sollecitazioni di progetto sono state prima valutate con una sola con-
dizione di carico (forze orizzontali) e successivamente come l’inviluppo di 
più condizioni di carico (carichi verticali incrementati, carichi verticali 
ridotti più o meno le forze orizzontali); in questo caso sono stati assunti 
differenti valori dei carichi verticali, corrispondenti ad una uniforme di-
stribuzione del carico degli impalcati tra i telai trasversali qu, alla metà 
di questo (come se il carico si ripartisse equamente tra i telai trasversali 
e quelli longitudinali) ed al doppio di questo (per controllare cosa accade 
in presenza di carichi verticali molto forti rispetto alle azioni orizzonta-
li). Nel primo caso ad ogni sezione è stata assegnata la resistenza stret-
tamente necessaria, mentre nel secondo sono state considerate anche 
altre possibilità (uguale resistenza per entrambe le estremità di ogni 
trave, uguale resistenza per tutte le travi di un piano). 

Uno dei principali obbiettivi del progetto in zona sismica è raggiun-
gere un meccanismo di collasso di tipo globale, con cerniere plastiche al-
le estremità di tutte le travi ed al piede delle colonne del primo ordine, 
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così da utilizzare al meglio le risorse di duttilità dello schema. 
D’altronde oggi esistono strumenti che ci consentono di raggiungere tale 
obbiettivo (Lee36, Mazzolani e Piluso41, Neri ed al.21, 40, 46 ), pertanto si è 
calcolato il taglio limite del telaio assumendo a priori che il suo mecca-
nismo di collasso sia di tipo globale. Fissata una distribuzione di forze 
orizzontali Fi, l’ipotesi introdotta sul meccanismo permette di calcolare 
immediatamente il moltiplicatore di collasso αc attraverso il teorema ci-
nematico: 
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dove N è il numero di piani, nc il numero di colonne, nb il numero di 
campate, hi indica la quota dell’iesimo piano rispetto alla base del telaio, 
mentre s

jibM ,  e p
jcM 1,  rappresentano rispettivamente il momento resi-

stente della generica sezione di estremità appartenente alla j-esima tra-
ve dell’i-esimo piano e quello della sezione al piede del generico pilastro 
del primo ordine. Valutato αc si determina il taglio limite alla base: 
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Per ciascuno dei casi considerati il rapporto tra il taglio limite e quello 
di progetto ci fornisce la sovraresistenza del telaio. Il riepilogo dei risul-
tati ottenuti è riportato nella Tabella 3.2. Ovviamente quando non si 
considera la presenza di carichi verticali e si assegna alle sezioni la resi-
stenza strettamente necessaria il telaio riuscirà a sopportare appena le 
forze di progetto, cioè la sovraresistenza globale è unitaria. L’uso di più 
condizioni di carico, connessa alla presenza dei carichi verticali, incre-
menta il valore del parametro in questione tanto di più quanto maggiore 
è la loro intensità. Nel caso di riferimento (carico verticale pari a qu) 
l’incremento di resistenza è appena superiore al 50% mentre si attesta 
su valori del 25% per carichi verticali modesti e supera il 100% per cari-
chi verticali elevati, pur avendo assegnato ad ogni sezione la resistenza 
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strettamente necessaria. Va rilevato che non ha importanza il valore del 
carico verticale in sé ma solo il suo effetto in rapporto alle forze orizzon-
tali. Se s’incrementano con lo stesso fattore sia i carichi verticali sia 
quelli orizzontali, la sovraresistenza globale rimarrà immutata. 

L’effetto dell’unificazione delle sezioni nel caso in questione è scar-
samente rilevante, a causa della regolarità dello schema (ma esso po-
trebbe divenire rilevante nel caso di luci fortemente diseguali). L’uso di 
sezioni commerciali, assieme alla necessità di soddisfare altre condizioni 
come i limiti sulla deformabilità della struttura, conduce ad un ulteriore 
incremento di resistenza che, in altri esempi, è stato quantificato in cir-
ca il 30%. 

Altri aspetti possono condizionare la sovraresistenza. Alcuni casi 
esaminati mostrano che l’influenza della distribuzione di forze adottata 
(costante, lineare, proporzionale al primo modo di vibrazione, ecc.) è 
modesta, mentre riducendo il numero di piani si ottiene un incremento 
della sovraresistenza, probabilmente perché esso riduce l’effetto delle 
azioni orizzontali rispetto a quello dei carichi verticali. 

Tabella 3.2. Sovraresistenza globale del telaio. 

carico verticale condizioni di carico Resistenza delle sezioni 
0.5 qu qu 2 qu 

unica strettamente necessaria 1.00 1.00 1.00 
diverse strettamente necessaria 1.26 1.55 2.26 
diverse uguale per le due estremità 1.27 1.58 2.33 
diverse uguale ad ogni piani 1.30 1.61 2.49 

Riscrivendo opportunamente la (6) si riesce ad esprimere il taglio limite 
alla base come somma di più contributi: il contributo delle sezioni al 
piede delle colonne del primo ordine (sezioni del livello 0), quello delle 
sezioni d’estremità delle travi del primo piano (sezioni del livello 1), ecc: 
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Tale scomposizione non è puramente formale. Infatti, se si ricorda che il 
telaio progettato per resistere alle sole forze sismiche, assegnando alle 
sezioni critiche la resistenza appena necessaria, è privo di sovraresi-
stenza, il significato fisico dei termini della (7) ci suggerisce la definizio-
ne della sovraresistenza del telaio al generico livello, questa coincide con 
il rapporto tra il contributo al taglio limite delle sezioni critiche di quel 
livello iVlim,  ed il corrispondente valore relativo al telaio privo di sovra-
resistenza 0

lim,iV , si calcola: 

∑
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dove Fp
jcM ,
1,  e Fs

jibM ,
,  indicano i momenti flettenti che nascono rispettiva-

mente nelle sezioni critiche delle colonne del primo ordine ed in quelle 
delle travi per effetto delle forze sismiche di progetto. È interessante os-
servare che non è necessario valutare iVlim,  e 0

lim,iV  per calcolare la so-
vraresistenza del telaio all’i-esimo livello, poiché, se si conoscono i mo-
menti resistenti delle sezioni critiche e le sollecitazioni sismiche, si può 
determinare 0

lim,lim, ii VV  utilizzando le (8). È stata valutata la sovraresi-
stenza ai diversi livelli del telaio progettato per resistere sia alle forze 
sismiche che ai carichi verticali di intensità qu con resistenza delle se-
zioni strettamente necessaria. La Tabella 3.3 contiene il riepilogo dei ri-
sultati. Come era logico aspettarsi la sovraresistenza è maggiore ai pia-
ni alti mentre si riduce quando ci si sposta verso i piani bassi, poiché qui 
l’effetto delle forze sismiche è più rilevante rispetto a quello dei carichi 
verticali. Inoltre si può osservare che la sovraresistenza dei pilastri del 
primo ordine assume un valore prossimo all’unità, perché i carichi verti-
cali provocano momenti flettenti modesti in questi elementi. 
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Tabella 3.3. Distribuzione in altezza della sovraresistenza. 

Livello (kN)lim,iV  (kN)0
lim,iV  0

lim,lim, ii VV  

6 53.68 171.66 3.20 
5 100.62 195.92 1.95 
4 148.36 241.16 1.63 
3 186.05 278.94 1.50 
2 204.96 297.90 1.45 
1 178.68 271.27 1.52 
0 195.45 201.84 1.03 

Questa lunga discussione sulla sovraresistenza non è pura pedanteria 
ed è in stretta connessione con lo studio dei sistemi asimmetrici multi-
piano. Gli elementi resistenti delle strutture reali sono sempre dotati di 
una resistenza alle azioni sismiche superiore a quelle strettamente ri-
chiesta dall’analisi. Inoltre la sovraresistenza del generico telaio non è 
uniformemente distribuita tra le sue aste. Come conseguenza di ciò se 
un telaio viene sollecitato dal sisma oltre il suo limite elastico, in gene-
rale, non diventa labile, perché si plasticizzeranno soltanto alcune delle 
sue sezioni critiche. In particolare è presumibile che le plasticizzazioni 
risultino più abbondanti ai livelli dotati di minore sovraresistenza, 
quindi l’eccentricità strutturale subirà variazioni differenti ai vari piani 
durante l’evento sismico. Bisogna inoltre aggiungere che i diversi telai 
di un sistema spaziale possono portare carichi verticali anche molto di-
versi e possono assorbire aliquote delle forze sismiche diverse tra loro. 
Allora la sovraresistenza può variare sensibilmente da telaio a telaio, il 
ché modifica ulteriormente la sequenza di plasticizzazione degli elemen-
ti resistenti e quindi la risposta del sistema. Sulla base di queste consi-
derazioni si conclude che, al fine di analizzare correttamente la risposta 
inelastica del sistema, è necessario possedere una conoscenza approfon-
dita della distribuzione della sovraresistenza nella struttura. 

2.2. Il legame forze – spostamenti 

Per un telaio monopiano di tipo shear-type, sottoposto all’azione di una 
forza orizzontale che viene incrementata fino a provocarne il collasso, la 
relazione che lega l’intensità della forza allo spostamento del traverso è 
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di tipo elastico perfettamente plastico. La ragione di ciò sta nell’assenza 
di sovraresistenza nelle membrature di tali strutture, così il telaio di-
venta labile istantaneamente quando raggiunge il suo limite elastico. 
Generalizzando quest’osservazione si può concludere che un qualunque 
sistema intelaiato dovrebbe presentare questo comportamento solo se la 
sua sovraresistenza è unitaria, ovvero se tutte le cerniere plastiche si 
aprono contemporaneamente (Figura 3.8a). Tuttavia ciò non si verifica 
mai in un telaio reale perché, come è stato mostrato nel paragrafo pre-
cedente, il taglio che esso è in grado di sopportare all’atto dell’incipiente 
collasso è sempre superiore a quello di progetto. 

In un esempio si è messa a confronto la risposta di un sistema mo-
nopiano shear-type sollecitato fino al collasso da una forza orizzontale 
con quella di due sistemi dotati di travi deformabili: i due telai, che dif-
feriscono per il numero di piani rispettivamente pari ad uno e sei, pre-
sentano tre campate, aventi luce rispettivamente pari a 4.00, 4.50 e 
4.00 m, e la stessa altezza d’interpiano pari a 3.20 m, inoltre possiedono 
lo stesso periodo fondamentale pari a T = 1 s ed in entrambi i casi i cari-
chi verticali sono stati tarati così che la sovraresistenza del sistema ri-
sultasse pari ad 1.5 (si osservi che il sistema a sei piani possiede le stes-
se caratteristiche geometriche di quello esaminato nel paragrafo prece-
dente). 

Come era logico aspettarsi, nei sistemi dotati di sovraresistenza, 
quando si raggiunge il taglio di progetto Vd si aprono solo alcune delle 
possibili cerniere plastiche, così la rigidezza dello schema si riduce ma 
non si annulla. Il fenomeno può essere descritto graficamente su un 
diagramma cartesiano dove si riporta, in ascissa lo spostamento 
dell’ultimo piano durante la storia di carico e sull’asse delle ordinate il 
corrispondente valore del taglio misurato alla base del telaio. La pen-
denza della curva, che rappresenta la rigidezza del sistema, si riduce 
quando si formano le prime cerniere (Figura 3.8, punto A) per poi annul-
larsi nell’istante in cui si raggiunge il collasso (Figura 3.8, punto B). Si 
può notare che, nel telaio ad un piano, le cerniere plastiche al piede del-
le colonne ed all’estremità di destra delle travi si formano quasi con-
temporaneamente (Figura 3.8b, punti A – A1), mentre le cerniere plasti-
che all’estremo sinistro delle travi si formano molto più tardi, dando alla 
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curva l’aspetto di una trilatera. Nel caso delle strutture multipiano le 
sezioni critiche sono più numerose e le plasticizzazioni sono più spazia-
te, così la pendenza della curva forze – spostamenti varia in maniera 
più soffice (Figura 3.8c). 
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Figura 3.8. Legame forza – spostamento; (a) − (c) carico monotono, (d) − (f) cari-

co ciclico. 
Quando si effettuano dei cicli di carico e scarico si osservano altre diffe-
renze tra gli schemi shear-type e quelli intelaiati. Nel primo caso, poiché 
tutte le cerniere plastiche si aprono e chiudono nello stesso istante, la 
relazione forze – spostamenti rimane inalterata (Figura 3.8d). Al con-
trario, per strutture intelaiate la sequenza delle plasticizzazioni nella 
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prima fase di scarico differisce da quella della fase di carico iniziale do-
podiché si mantiene inalterata. Ciò si verifica perché nella prima fase di 
carico le sollecitazioni causate dall’incremento delle azioni orizzontali si 
aggiungono a quelle prodotte dai carichi verticali, mentre dopo la piena 
plasticizzazione del telaio, quando le forze vengono invertite, solo le a-
zioni orizzontali possono dar luogo alla formazione di cerniere plastiche. 

Questo fenomeno è particolarmente evidente nel telaio ad un piano: 
durante la sua fase di scarico, in primo momento, si formano solo le cer-
niere al piede dei pilastri (Figura 3.8e, punto C) ed è necessaria una ri-
levante variazione delle forze prima che si raggiunga il momento limite 
nelle rimanenti sezioni e quindi la piena plasticizzazione del sistema 
(Figura 3.8e, punto D); la pendenza della curva è quindi molto più gran-
de in questa fase, rispetto a quella riscontrata nella prima fase di carico. 
Nelle successive fasi di carico la curva forze – spostamenti non subisce 
ulteriori variazioni poiché lo stato di sollecitazione a partire dal quale si 
effettua il ricarico, a meno del segno, rimane inalterato. Un analogo 
comportamento si osserva nei sistemi multipiano (Figura 3.8f), tuttavia 
in questo caso il fenomeno è parzialmente nascosto per via della forma 
arrotondata della curva. 

Nelle strutture irregolari ciascun telaio piano possiede la propria 
curva forze – spostamenti, caratterizzata da pendenze diverse nel tratto 
in cui si sono aperte le prime cerniere plastiche, anche se i telai avevano 
uguale rigidezza iniziale, questo può certamente condizionare il compor-
tamento globale della struttura. 

Le differenze nel modello forze – spostamenti possono determinare, 
sia per schemi tridimensionali che per schemi piani, differenze rilevanti 
nella risposta ad un input sismico e di conseguenza nella richiesta di 
duttilità. Allo scopo di discutere ciò, si è determinata la risposta dinami-
ca del telaio ad un piano precedentemente esaminata (il quale è dotato 
di una sovraresistenza globale pari a 1.5) che è stata successivamente 
confrontata con quella di due differenti schemi shear-type. I due sistemi 
sono dotati della stessa rigidezza elastica (uguale a quella del sistema 
intelaiato), mentre il loro taglio resistente è pari rispettivamente a 
Vlim = Vd e Vlim = 1.5Vd. 
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Ciascun telaio è stato sottoposto all’azione di un accelerogramma 
artificiale corrispondente allo spettro di progetto (Eurocodice 8, suolo ti-
po A) con PGA = 0.35 g: l’accelerogramma in questione fa parte 
dell’insieme di 30 accelerogrammi spettro-compatibili utilizzati nelle 
analisi numeriche svolte da Rossi nella sua tesi di dottorato49, a questo 
lavoro si rimanda per trovare informazioni più dettagliate sulle caratte-
ristiche dei terremoti artificiali qui utilizzati. Visto che, sotto l’azione 
del sisma considerato, il sistema non ha raggiunto la piena plasticizza-
zione, le analisi sono state ripetute con una PGA triplicata. 

Poiché i tre schemi hanno la stessa rigidezza, le rispettive risposte 
temporali in termini di spostamento (Figura 3.9 e Figura 3.10) sono 
pressoché coincidenti per lunghi intervalli di tempo in entrambi i casi 
considerati (PGA = 0.35 g e 1.05 g). Tuttavia, quando il sistema si pla-
sticizza, si riscontrano differenze rilevanti. Così, per PGA = 0.35 g gli 
spostamenti dello schema shear-type con Vlim = 1.5Vd sono soprattutto 
positivi, mentre quelli degli altri modelli sono prevalentemente negativi. 
Differenze di circa il 20% si possono notare nel massimo valore di spo-
stamento per entrambi i valori di PGA; molto più alte sono le differenze 
in termini di richiesta di duttilità (anche superiori al 70%), dovute al di-
verso valore dello spostamento di plasticizzazione (δd per lo schema she-
ar-type con Vlim = Vd, 1.5 δd per gli altri schemi, dove δd è lo spostamento 
provocato a dalle forze di progetto). 

L’effetto congiunto della sovraresistenza e della diversa relazione 
forze − spostamenti spiega pienamente il fatto, in primo momento stra-
no e inaspettato, che il telaio ad un piano non raggiunge la piena plasti-
cizzazione sotto l’effetto del sisma con PGA = 0.35 g, anche se esso è sta-
to progettato con forze ridotte mediante un fattore di comportamento 
par a q = 5. 
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Figura 3.9. Storia nel tempo della risposta, accelerogramma con PGA=0.35 g. 
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Figura 3.10. Storia nel tempo della risposta, accelerogramma con PGA=1.05 g. 
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2.3. Parametri di output 

Uno dei grossi vantaggi che derivano dall’uso di telai shear-type ad un 
solo piano consiste nella possibilità di descrivere la loro risposta inela-
stica attraverso pochi parametri. Nel caso di schemi piani, si riesce a 
descrivere l’intera storia nel tempo della risposta strutturale utilizzando 
due soli diagrammi (forze-spostamenti e tempo-spostamenti). Ma spes-
so, da un punto di vista ingegneristico, piuttosto che l’intero sviluppo 
temporale è sufficiente conoscere il valore massimo della risposta, così 
anche un singolo valore (il massimo spostamento assoluto, o la corri-
spondente richiesta di duttilità) è in grado di descrivere un aspetto del 
fenomeno studiato. Anche negli schemi tridimensionali, costituiti da e-
lementi elastici perfettamente plastici, è sufficiente osservare un nume-
ro relativamente modesto di parametri o grafici (come gli spostamenti 
massimi degli elementi resistenti) per ottenere utili informazioni sul lo-
ro comportamento inelastico. 

Nel caso di telai multipiano è tutto più complesso. Già per schemi 
piani, bisogna distinguere uno spostamento orizzontale per ciascun tra-
verso indipendente da tutti gli altri, ogni sezione possiede una propria 
storia nel tempo e la sua richiesta di duttilità. Così il numero di dia-
grammi e di parametri necessari per descrivere la risposta inelastica di 
tali sistemi aumenta drasticamente. A seguito di ciò, nell’ambito di uno 
studio sulla risposta inelastica di sistemi multipiano, la scelta di un 
numero limitato di parametri in grado di descriverne il comportamento 
diventa uno dei più importanti aspetti del lavoro. 

Per individuare alcune delle complicazioni che nascono quando si 
opera con questi sistemi, si è determinata la risposta del telaio di sei 
piani (con Vlim = 1.5Vd) descritto nei precedenti paragrafi e sottoposto ad 
un terremoto artificiale, il quale, anche in questo caso, è stato scalato 
con PGA = 0.35 g e 1.05 g. La sua risposta è stata confrontata con quella 
di due sistemi shear-type monopiano sottoposti agli stessi accelero-
grammi; la massa di tali sistemi coincide con la massa totale del telaio e 
la loro rigidezza è stata tarata così da ottenere lo stesso periodo di vi-
brazione pari a T = 1 s, mentre la loro resistenza è uguale Vlim = Vd e 
Vlim = 1.5Vd rispettivamente. Essendo questi sistemi ad un grado di li-
bertà la loro risposta coincide con quella dei corrispondenti schemi ana-
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lizzati nel precedente paragrafo, i quali si ottengono dai primi scalando-
ne, con lo stesso fattore di proporzionalità, le caratteristiche geometri-
che e meccaniche. La Figura 3.11 e la Figura 3.12 mostrano la storia 
temporale della risposta dei sistemi in questione in termini di taglio 
globale alla base e di spostamenti; per il telaio a sei piani, sono stati ri-
portati solo gli spostamenti del primo traverso e di quello in testa al te-
laio. Entrambi i parametri rappresentati sono normalizzati rispetto al 
corrispondente valore di progetto. L’osservatore rimarrà senz’altro sor-
preso di vedere che, per un telaio multipiano, il legame taglio alla base – 
spostamento è sempre non lineare, anche quando la struttura è solleci-
tata in campo elastico. Ed ancora è significativa l’assenza di una qual-
che somiglianza tra questo diagramma e quello determinato sottopo-
nendo lo stesso sistema ad un carico monotono o ciclico (Figura 3.8). 
Questi fenomeni, che sono più rilevanti nel diagramma taglio – sposta-
mento dell’ultimo piano, ancora più contorto del primo, sono l’effetto del 
contributo dei modi di vibrazione superiori al primo alla risposta strut-
turale. Se le travi del telaio fossero state infinitamente rigide il dia-
gramma relativo al primo piano sarebbe stato quello di un sistema ela-
sto-plastico perfetto, mentre per i piani superiori si sarebbero ottenute 
curve analoghe a quelle mostrate in Figura 3.9. Un altro aspetto impor-
tante è la forte differenza tra gli spostamenti normalizzati del primo e 
del sesto piano (Figura 3.11 e Figura 3.12). Ciò è chiaramente dovuto al-
la plasticizzazione delle sezioni al piede delle colonne del primo ordine, 
che accresce gli spostamenti orizzontali a tutti i piani ma in maniera più 
rilevante, in proporzione, al primo piano. È quindi evidente che l’uso 
dello spostamento normalizzato del primo piano in luogo di quello in te-
sta nella valutazione della richiesta di duttilità globale può condurre a 
conclusioni sensibilmente differenti. Infine bisogna osservare che, il ta-
glio registrato alla base di un telaio multipiano durante il sisma può su-
perare in maniera rilevante il valore limite Vlim ottenuto mediante 
l’analisi push-over (Figura 3.12). Questo fenomeno, che non può essere 
simulato attraverso l’uso di schemi ad un piano, è chiaramente dovuto 
al contributo dei modi superiori del telaio e può incrementare in manie-
ra rilevante la resistenza flessionale che le colonne devono possedere 
per superare il sisma senza subire deformazioni plastiche. 
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Telaio multipiano (Vlim =1.5 Vd) − primo piano 
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Figura 3.11. Storia nel tempo della risposta, accelerogramma con PGA=0.35 g. 
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Telaio multipiano (Vlim =1.5 Vd) − primo piano 
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Figura 3.12. Storia nel tempo della risposta, accelerogramma con PGA=1.05 g. 



 

 



Capitolo 4 
INFLUENZA DEL TIPO DI ANALISI SULLA RI-
SPOSTA INELASTICA 

1. Considerazioni generali 

Diversi codici antisismici (Eurocodice 818, N.Z.S. 9247, S.E.A.O.C. 9652 ed 
U.B.C. 9753) ammettono che si valuti mediante analisi statica la risposta 
alle azioni sismiche di un edificio planimetricamente irregolare solo se i 
suoi centri massa e di rigidezza sono approssimativamente allineati 
lungo due assi verticali, mentre non pongono alcuna limitazione all’uso 
dell’analisi modale, che diventa inevitabile quando la struttura non pos-
siede i predetti i requisiti di regolarità in altezza. 

Leggendo quanto stabilito dalle norme sembrerebbe dunque che 
l’analisi modale sia lo strumento più adeguato per la progettazione delle 
strutture asimmetriche. In realtà l’uso puro e semplice di tale tipo di 
analisi non consente di assegnare la resistenza agli elementi portanti 
del sistema in maniera ottimale, ovvero così da evitare plasticizzazioni 
in occorrenza di terremoti moderati ed al tempo stesso, quando la strut-
tura subisce un sisma severo capace di portarla in campo plastico, di ot-
tenere una richiesta di duttilità simile per tutti gli elementi resistenti 
del sistema e prossima a quella del corrispondente schema bilanciato. 

Per convincersi di quanto è stato affermato basta utilizzare le cono-
scenze acquisite, attraverso lo studio di schemi monopiano, sulla rispo-
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sta elastica e su quella inelastica dei sistemi asimmetrici, esposte nei 
capitoli precedenti. Si è visto che quando un sistema monopiano asim-
metrico è sottoposto all’azione di un sisma severo, che produce in esso 
plasticizzazioni consistenti, le rotazioni d’impalcato sono meno rilevanti 
di quelle che subirebbe uno schema dotato delle stesse proprietà elasti-
che e di un livello di resistenza sufficiente ad evitare ogni escursione in 
campo plastico. D’altro canto va ricordato che per effetto delle rotazioni 
d’impalcato lo spostamento orizzontale del traverso, e quindi il relativo 
taglio alla base, diventa in alcuni telai superiore a quello che si riscon-
tra nel corrispondente sistema bilanciato, mentre si riduce in altri. Ad 
esempio, se il sistema è torsio-rigido si osservano incrementi di sposta-
mento per gli elementi del lato flessibile e decrementi per quelli del lato 
rigido, mentre in uno schema torsio-flessibile oppure in uno con forte ec-
centricità delle masse e caratterizzato da un valore del rapporto tra le 
frequenze laterale e torsionale disaccopiate Ωθ prossimo all’unità (cioè in 
schemi molto sensibili ai fenomeni di accoppiamento latero-torsionale) 
la deformazione si riduce negli elementi centrali e cresce in quelli di e-
stremità. Come conseguenza del carattere maggiormente traslazionale 
della risposta inelastica dei sistemi asimmetrici, se la resistenza di cia-
scun elemento è assegnata utilizzando l’analisi modale, che coglie con 
estrema fedeltà la risposta elastica della struttura, è logico aspettarsi in 
occorrenza di terremoti severi un sensibile incremento della richiesta di 
duttilità per quegli elementi a cui è stata fornita una resistenza inferio-
re a quella del corrispondente sistema bilanciato. 

Il fenomeno descritto trova riscontro anche in un lavoro di Duan e 
Chandler16. In esso gli autori confrontano la risposta inelastica di un in-
sieme di edifici asimmetrici multipiano progettati mediante analisi mo-
dale e sottoposti ad eccitazione sismica con quella dei corrispondenti si-
stemi bilanciati. I sistemi considerati sono a tre, cinque ed otto piani; gli 
impalcati, uguali ad ogni piano, sono di forma rettangolare e la loro 
massa m è distribuita così che la posizione del centro di massa CM coin-
cide con quella del loro baricentro geometrico CG. La struttura portante 
è sempre costituita da tre telai con traversi rigidi disposti simmetrica-
mente rispetto a CG (Figura 4.1a). I telai 2 e 3 sono identici mentre il te-
laio 1, posto alla destra del punto CG, è più rigido (sistemi di tipo SES) e 
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la sua matrice di rigidezza è proporzionale a quella degli altri. È chiaro 
che i sistemi appartengono alla classe degli edifici regolarmente asim-
metrici, dunque i centri di rigidezza CR sono allineati lungo un’asse ver-
ticale, situato a sinistra di CG. La rigidezza laterale dei telai è tarata in 
modo che il periodo fondamentale dei sistemi bilanciati è pari a 
Ty1 = 0.3, 0.5 ed 1.0 s rispettivamente per gli edifici con tre, cinque ed 
otto piani. Nel caso dei sistemi utilizzati da Duan e Chandler il rapporto 
Ωθ è sempre unitario, mentre l’eccentricità strutturale assume i valori 
es = 0.10 L, 0.20 L e 0.30 L. 
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Figura 4.1. Sistemi analizzati da Duan e Chandler; (a) configurazione in pian-
ta, (b) – (d) spostamenti normalizzati per sistemi con es = 0.1 L, 0.2 L e 0.3 L. 

Duan e Chandler concentrano la loro attenzione sul telaio più rigido, per 
il quale si aspettano le condizioni più gravose. I risultati delle analisi ef-
fettuate mostrano che, in tutti i casi considerati, la richiesta di duttilità 
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di questo elemento è prossima a quella del sistema bilanciato solo per 
sistemi dotati eccentricità non superiore ad es = 0.1 L, mentre in tutti gli 
altri casi si riscontrano valori nettamente superiori. Sulla base di ciò es-
si concludono che, l’analisi modale può essere efficacemente impiegata 
nel progetto di strutture asimmetriche sismoresistenti quando è atteso 
un comportamento elastico lineare, mentre se si prevedono rilevanti e-
scursioni in campo plastico il suo impiego dovrebbe essere limitato ai so-
li casi in cui l’eccentricità è modesta. In presenza di forti asimmetrie 
strutturali l’analisi modale diventa non conservativa per l’elemento del 
lato rigido e pertanto, in tali casi, bisognerebbe vietare il suo impiego, 
così come stabilisce la normativa canadese. I risultati ottenuti sottoline-
ano alcuni limiti dell’analisi modale, ma certamente non dimostrano che 
l’analisi statica sia lo strumento più efficace per il progetto delle strut-
ture asimmetriche. Tuttavia, secondo gli autori le sollecitazioni sismiche 
di progetto di tali strutture dovrebbero essere determinate mediante 
procedure, basate sull’analisi statica, in grado di tenere conto 
dell’amplificazione dinamica della componente torsionale della risposta 
in campo elastico e di evitare eccessive riduzioni di resistenza; loro stes-
si hanno proposto una procedura che mira a raggiungere tali obbiettivi. 

In effetti, meditando sui risultati delle analisi condotte da Duan e 
Chandler si conclude che questi non sono affatto sorprendenti e poteva-
no ragionevolmente essere previsti tenendo conto delle caratteristiche 
della risposta elastica dei sistemi da essi considerati. Trattandosi di 
schemi regolarmente asimmetrici è stato determinato per ciascun si-
stema il corrispondente sistema monopiano torsionalmente accoppiato, 
cioè quello caratterizzato dalla stessa eccentricità strutturale e dallo 
stesso rapporto tra le frequenze laterale e torsionale disaccopiate Ωθ. 
Assegnando il valore di es e del rapporto Ωθ si determina la ripartizione 
in pianta della rigidezza e la distanza d tra gli elementi resistenti, men-
tre la massa m dell’impalcato e la rigidezza complessiva Ky sono stati 
fissati in modo che il periodo del sistema traslante fosse pari ad 1 s. In 
Figura 4.1 si riportano gli spostamenti elastici d’impalcato, normalizzati 
rispetto a quello del bilanciato, di ciascuno dei tre schemi (es = 0.10 L, 
0.20 L e 0.30 L) soggetti ad un input sismico. Tali spostamenti sono sta-
ti determinati mediante analisi modale, utilizzando lo spettro di rispo-
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sta proposto dall’Eurocodice 8 per suoli di tipo B (molto simile a quello 
utilizzato da Duan e Chandler per il progetto dei sistemi analizzati). Ri-
cordando che in un telaio monopiano shear-type esiste proporzionalità 
tra spostamento del traverso e taglio alla base, i diagrammi di 
Figura 4.1 consentono di leggere la resistenza che si assegna a ciascun 
elemento resistente (indicati in figura dai rettangoli neri) mediante 
l’analisi modale come frazione di quella assegnata allo stesso elemento 
nel corrispondente sistema bilanciato. Si osserva che, nel sistema a pic-
cola eccentricità (es = 0.10 L) la resistenza dell’elemento del lato rigido 
non subisce le sostanziali riduzioni che invece si riscontrano negli altri 
due casi. Questa osservazione ed il carattere maggiormente traslaziona-
le della risposta inelastica dei sistemi asimmetrici rispetto a quella ela-
stica spiegano pienamente i forti incrementi della richiesta di duttilità 
rilevati nei sistemi a media e forte eccentricità nel telaio del lato rigido. 
Bisogna aggiungere che, anche se Duan e Chandler non ne fanno men-
zione nel loro lavoro, per i sistemi a piccola eccentricità, il diagramma 
degli spostamenti di progetto di Figura 4.1b, lascia presumere che 
l’elemento critico non sia il telaio più rigido bensì quello centrale, per il 
quale la riduzione di resistenza è più rilevante. 

Secondo il parere di chi scrive le conclusioni a cui arrivano Duan e 
Chandler circa la possibilità di utilizzare l’analisi modale per il progetto 
delle strutture asimmetriche sono eccessivamente critiche. Infatti, que-
ste non possono essere generalizzate alla totalità degli schemi regolar-
mente asimmetrici, ma valgono solo per i pochi sistemi analizzati. A 
priori non è possibile escludere che sistemi aventi caratteristiche elasti-
che diverse da quelli analizzati, ad esempio differenti per il valore del 
rapporto Ωθ e progettati con l’analisi modale manifestino prestazioni si-
smiche nettamente superiori a quelle da essi riscontrate. Inoltre bisogna 
tenere conto che la distribuzione della resistenza negli schemi analizzati 
è stata dettata dall’uso puro e semplice dell’analisi modale. In queste 
condizioni è logico attendersi la concentrazione della richiesta di duttili-
tà su pochi elementi della struttura a causa delle sensibili differenze che 
intercorrono tra risposta elastica ed inelastica degli schemi asimmetrici. 
Tuttavia l’introduzione di opportune limitazioni e l’impiego di più condi-
zioni di carico, associate ad eccentricità di progetto calibrate proprio per 
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tenere conto delle già citate differenze, riescono certamente a rendere 
l’analisi modale uno strumento estremamente valido per il progetto del-
le strutture asimmetriche. 

A seguito delle considerazioni esposte sin qui, appare interessante 
confrontare le prestazioni sismiche di sistemi planimetricamente irrego-
lari progettati con l’analisi statica e con l’analisi modale, ciò allo scopo 
di valutare l’efficacia dei due tipi di analisi quali strumenti per la pro-
gettazione di tali strutture e di definirne i relativi ambiti di applicazio-
ne. Ad oggi, infatti, è evidente che tale aspetto non è stato sufficiente-
mente indagato. I risultati di tale confronto, che sono esposti nei para-
grafi che seguono, sono stati ottenuti utilizzando sia gli schemi mono-
piano che i più realistici schemi multipiano. L’estrema semplicità dei 
primi ha consentito di indagare il fenomeno in questione facendo varia-
re i parametri che caratterizzano la risposta dei sistemi quasi con conti-
nuità in un intervallo molto ampio. Successivamente lo studio di un si-
gnificativo insieme di sistemi regolarmente asimmetrici, rappresentativi 
degli edifici multipiano con struttura intelaiata, ha permesso di trarre 
conclusioni che tengono conto di tutti quei fenomeni, descritti nel Capi-
tolo 3, i quali non possono essere simulati mediante schemi monopiano 
ma che possono ragionevolmente condizionare la risposta inelastica dei 
sistemi in oggetto. 

2. Sistemi analizzati 

Gli schemi monopiano sono stati ampiamente utilizzati in passato poi-
ché consentono, in virtù della loro semplicità, di investigare in maniera 
sistematica il comportamento dei sistemi asimmetrici e l’influenza pro-
dotta su di essi da molti parametri geometrici ed elastici nonché dai cri-
teri di progetto. Il modello monopiano (Figura 4.2) analizzato in questo 
studio è lo stesso utilizzato da Rossi49 nella sua tesi di dottorato. Questo 
è dotato di un asse di simmetria ed il suo impalcato rigido, di dimensio-
ni 29.5 × 12.5 m, è sostenuto da tre elementi resistenti paralleli all’asse 
di simmetria e da otto elementi nella direzione ortogonale, lungo la qua-
le agiscono le forze sismiche. La struttura portante è simmetrica rispet-
to al baricentro geometrico dell’impalcato CG che pertanto coincide con il 
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centro di rigidezza del sistema CR. Si è assunto che gli elementi resi-
stenti possiedano rigidezza solo nel proprio piano e che il loro legame 
forza − spostamento sia di tipo elastico − perfettamente plastico. 

Modificando la rigidezza dei telai sono stati definiti sistemi struttu-
rali nei quali il rapporto tra le frequenze rotazionale e traslazionale di-
saccoppiate Ωθ varia da 0.6 a 1.6, così da analizzare sia sistemi torsio-
flessibili che torsio-rigidi; sono stati inoltre considerati due valori del 
periodo traslazionale disaccoppiato Ty (0.4 s e 1.0 s) per indagare 
l’eventuale influenza della rigidezza traslazionale dello schema. La di-
stribuzione della massa, definita univocamente dalla posizione del suo 
baricentro CM e dal suo raggio d’inerzia rm, è stata assegnata indipen-
dentemente dalle dimensioni e dalla forma dell’impalcato, supponendo 
che questa possa essere distribuita in pianta in maniera non uniforme. 
Sono stati considerati sistemi con eccentricità delle masse (MES) aventi 
eccentricità strutturale es compresa tra 0 e 0.20 L, allo scopo di esami-
nare schemi con piccola e grande eccentricità. 
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Figura 4.2. Pianta del sistema monopiano. 

Il comportamento sismico dei reali edifici multipiano è molto più com-
plesso di quello dei modelli monopiano. Certamente l’aspetto che produ-
ce le differenze più rilevanti è la possibilità che la distribuzione di mas-
sa e di rigidezza vari lungo l’altezza della struttura. A tal proposito si 
ricorda che è possibile distinguere due classi di edifici: edifici regolar-
mente asimmetrici ed edifici non regolarmente asimmetrici. In pratica, 
ricadono nella prima classe tutte quelle strutture che presentano i cen-
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tri di rigidezza di piano ed i centri di massa allineati lungo due assi ver-
ticali (una trattazione dettagliata sulle caratteristiche geometriche ed 
elastiche di questi edifici si trova nel Capitolo 2); gran parte degli edifici 
asimmetrici reali ricadono in questa classe, perché i condizionamenti 
architettonici che impongono l’irregolarità tendono di solito a ripetersi 
in maniera identica a tutti i piani. La seconda classe comprende invece 
tutte quelle strutture che non appartengono alla prima. 

È noto che, in campo elastico, è possibile cogliere gli effetti 
dell’accoppiamento latero-torsionale sulla risposta sismica di un edificio 
regolarmente asimmetrico attraverso lo schema monopiano ad esso as-
sociato, cioè quello caratterizzato dagli stessi valori del rapporto Ωθ e di 
es. Tale semplificazione, però, non è più valida quando la struttura subi-
sce delle plasticizzazioni; in questo caso, infatti, un edificio regolarmen-
te asimmetrico non si mantiene tale per tutta la durata del sisma. 
L’esistenza della sovraresistenza, distribuita in maniera non uniforme 
tra le sezioni critiche degli elementi resistenti, fa sì che quando un te-
laio raggiunge il suo limite elastico le cerniere plastiche si apriranno so-
lo in alcune delle sue sezioni critiche, modificandone la matrice di rigi-
dezza. Per effetto delle rotazioni degli impalcati tale fenomeno si mani-
festa diversamente sui telai che costituiscono l’ossatura portante 
dell’edificio, ad esempio nel generico istante uno o più telai potrebbero 
essere abbondantemente plasticizzati, mentre altri potrebbero addirit-
tura essere ancora in campo elastico. Tutto ciò lascia ragionevolmente 
presumere che per lunghi intervalli di tempo le matrici di rigidezza dei 
vari elementi resistenti, ciascuna modificata in maniera diversa dalle 
cerniere plastiche, non sono tra loro proporzionali; viene meno, così, una 
delle condizioni perché un edificio possa essere classificato come rego-
larmente asimmetrico. Si è ritenuto opportuno, quindi, esaminare anche 
la risposta sismica di alcuni schemi regolarmente asimmetrici, anch’essi 
progettati mediante analisi statica e modale, in modo da sottolineare 
l’influenza del tipo di analisi utilizzata in fase di progetto sulla loro ri-
sposta inelastica e da confrontare i risultati con quelli ottenuti per i più 
semplici schemi monopiano. 
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Figura 4.3. Pianta del sistema multipiano e schema dei telai. 

Tutti gli edifici esaminati (Figura 4.3) sono rappresentati da schemi a 
sei piani dotati di impalcati rigidi di forma rettangolare (29.5 × 12.5 m) 
aventi massa pari a 187.3 t ad ogni livello (Figura 4.3). La struttura è 
costituita da 12 telai piani dotati di aste inestensibili (4 telai con sette 
campate disposti lungo la direzione longitudinale ed 8 telai con tre cam-
pate lungo quella trasversale), simmetricamente disposti rispetto al ba-
ricentro geometrico dell’impalcato; i telai che assorbono le azioni sismi-
che dirette lungo l’asse Y presentano lo stesso schema geometrico di 
quello analizzato nel Capitolo 3. Per ciascun telaio sono state utilizzate 
solo due sezioni trasversali, una per le travi ed una per le colonne; il loro 
momento d’inerzia varia proporzionalmente da un telaio all’altro, così 
da ottenere il valore prefissato del rapporto tra le frequenze laterale e 
torsionale disaccoppiate Ωθ. È facile verificare che i centri di rigidezza 
della struttura sono allineati lungo l’asse verticale passante per CG. So-
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no stati considerati schemi caratterizzati da differenti valori del rappor-
to Ωθ (0.6, 1.0 e 1.4), così da rappresentare sistemi torsio-flessibili e tor-
sio-rigidi. I periodi traslazionali Tx1 = Ty1 sono stati assunti sempre pari 
ad 1 s. Per ciascuno schema geometrico sono state considerate tre di-
stribuzioni di massa, così da mantenere la simmetria rispetto all’asse X 
ed ottenere nella direzione ortogonale eccentricità strutturali es = 0 (si-
stemi torsionalmente bilanciati), 0.05 L (sistemi con piccola eccentricità) 
e 0.15 L (sistemi con grande eccentricità). 

Si è assunto che le cerniere plastiche possano formarsi solo alle e-
stremità delle travi e nelle sezioni al piede delle colonne del primo ordi-
ne (il legame momento – curvatura di tali sezioni è di tipo ela-
sto − plastico perfetto ed è stata trascurata l’interazione con lo sforzo 
normale nelle colonne) e che tutte le rimanenti sezioni abbiano resisten-
za illimitata. Questa ipotesi, che consente di ottenere semplificazioni si-
gnificative nel post – processing dei risultati, trova una valida giustifi-
cazione nel criterio del capacity design, il quale è alla base della proget-
tazione in zona sismica. 

La schematizzazione qui proposta per la struttura appare come un 
equilibrato compromesso tra l’esigenza di descrivere fedelmente gli a-
spetti rilevanti della realtà fisica e quella di contenere l’onere computa-
zionale e la mole dei risultati ottenuti. In particolare il modello adottato 
è ben più realistico di quello utilizzato da Duan e Chandler6, 16, il quale 
consiste in un insieme di telai shear-type, dove le cerniere plastiche si 
aprono nelle sezioni di estremità delle colonne dando luogo a meccani-
smi di collasso di piano, mentre è più semplice di quello utilizzato da 
Moghadam ed Tso42, 44, costituito da un sistema di telai piani, progettati 
così da soddisfare il criterio di gerarchia delle resistenze, in cui però tut-
te le sezioni di estremità possono plasticizzarsi. 

3. Risposta inelastica dei sistemi monopiano 

Ciascuno schema monopiano è stato progettato due volte, assegnando la 
resistenza degli elementi mediante l’analisi statica e mediante quella 
modale, senza applicare alcuna eccentricità correttiva. Le azioni sismi-
che sono state valutate mediante lo spettro di risposta proposto 
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dell’Eurocodice 8 per suoli di classe A, ridotto mediante un valore co-
stante del fattore di comportamento q = 5 e scalato attraverso 
un’accelerazione massima al suolo pari ad ag = 0.35 g; nell’applicazione 
dell’analisi statica le forze sismiche sono state valutate considerando 
come periodo fondamentale della struttura quello relativo al corrispon-
dente sistema torsionalmente bilanciato (in cui centri di massa e di rigi-
dezza coincidono). 

Al fine di esaminare il comportamento sismico di questi sistemi è 
stata valutata la loro risposta inelastica ad un insieme di trenta accele-
rogrammi artificiali, gli stessi utilizzati da Rossi49 nella sua tesi di dot-
torato. Questi sono compatibili con lo spettro di risposta utilizzato per il 
progetto, l’accelerazione di picco al suolo è sempre pari a 0.35 g e la du-
rata di ciascuno di essi è di 30 s. Per ciascun accelerogramma 
l’attenzione è stata focalizzata sulla risposta massima di ogni elemento 
resistente, espressa in termini di richiesta di duttilità cinematica nor-
malizzata rispetto al valore presentato nel corrispondente sistema tor-
sionalmente bilanciato. Il maggiore dei valori normalizzati tra tutti gli 
elementi è stato assunto quale (massima) richiesta di duttilità norma-
lizzata d del sistema. I risultati in tal modo ottenuti dalle risposte ai 
singoli accelerogrammi dell’insieme selezionato sono stati analizzati 
statisticamente; la media d  dei trenta valori della massima richiesta di 
duttilità normalizzata d è stata utilizzata per rappresentare il compor-
tamento sismico dei sistemi asimmetrici descritti. 

La media della massima richiesta di duttilità normalizzata assume 
valori maggiori dell’unità per tutte le strutture progettate mediante a-
nalisi statica, ad eccezione dei sistemi torsio-rigidi caratterizzati da un 
basso periodo di vibrazione traslazionale disaccoppiato e da valori non 
elevati dell’eccentricità strutturale normalizzata es / L (Figura 4.4). Negli 
schemi torsio-rigidi, l’uso dell’analisi statica come metodologia proget-
tuale non comporta valori inaccettabili della richiesta di duttilità nor-
malizzata, almeno fin quando l’eccentricità strutturale non diventa par-
ticolarmente elevata. La richiesta di duttilità normalizzata cresce invece 
quando si riduce il rapporto tra le frequenze latero-torsionali disaccop-
piate Ωθ, raggiungendo valori molto grandi in presenza di eccentricità 
medio-alte. Questo andamento è sostanzialmente lo stesso nelle struttu-
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re caratterizzate da valori bassi o medi del periodo di vibrazione trasla-
zionale disaccoppiato. Occorre osservare che richieste di duttilità estre-
mamente elevate si presentano in particolare nei casi in cui il diagram-
ma degli spostamenti di progetto fornito dall’analisi statica risulta in-
trecciato, cioè (in sistemi con il centro di rigidezza coincidente con il ba-
ricentro geometrico) quando: 
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perché in tali casi ad alcuni degli elementi resistenti situati nel lato ri-
gido della struttura viene assegnata una resistenza molto bassa (al limi-
te nulla). Questa situazione non è del tutto realistica, in quanto 
l’adozione di più schemi di carico, legata all’uso di eccentricità correttive 
ed o quantomeno della cosiddetta eccentricità accidentali ea che tiene 
conto della possibile variazione nella posizione dei carichi variabili, im-
pediscono che la resistenza scenda al di sotto di un valore minimo. È fa-
cile dimostrare che, trascurando qualsiasi amplificazione di es (basta 
porre α = δ = 1 così come propongono l’U.B.C. e la N.Z.S.), l’eccentricità 
critica ec,i del generico elemento resistente del lato rigido individuato 
dall’ascissa xi, cioè quella per cui si assegna all’elemento in questione 
proprio la resistenza minima, coincide con quella associata al diagram-
ma di spostamenti intrecciato avente il punto di nullo in corrispondenza 
dell’elemento in questione e vale:  
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mentre la resistenza minima in presenza di una eccentricità accidentale 
ea, espressa come frazione di quella assegnata in presenza di sola tra-
slazione, è pari a: 
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V
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L’esistenza di questa soglia minima certamente riduce i picchi riscon-
trati nella richiesta di duttilità dei sistemi progettati con l’analisi stati-
ca. 
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Figura 4.4. Richiesta di duttilità d  di sistemi monopiano asimmetrici proget-

tati mediante analisi statica; rm = 0.312 L, (a) Ty = 0.4 s, (b) Ty = 1.0 s. 
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Figura 4.5. Richiesta di duttilità d  di sistemi monopiano asimmetrici proget-

tati mediante analisi modale; rm = 0.312 L, (a) Ty = 0.4 s, (b) Ty = 1.0 s. 
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In virtù della capacità dell’analisi modale di predire correttamente gli 
effetti della rotazione dell’impalcato su entrambi i lati rigido e flessibile 
delle strutture asimmetriche, nei sistemi torsio-flessibili non vengono 
mai assegnati valori molto piccoli di resistenza agli elementi del lato ri-
gido. Ciò conduce a valori moderati della richiesta di duttilità normaliz-
zata nelle strutture torsio-flessibili (d  = 1.15 ÷ 1.20), senza che vi siano 
rilevanti differenze tra le risposte di sistemi aventi bassa o alta eccen-
tricità strutturale e differenti valori del periodo laterale disaccoppiato 
(Figura 4.5). Nelle strutture torsio-rigide l'uso dell’analisi modale pro-
duce invece valori più alti della richiesta di duttilità normalizzata, cre-
scenti con l’eccentricità strutturale e con il rapporto tra le frequenze la-
tero-torsionali disaccoppiate, principalmente in schemi aventi un basso 
periodo di vibrazione laterale disaccoppiato. 
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Figura 4.6. Rapporto Rd tra le richieste di duttilità di sistemi monopiano a-

simmetrici progettati mediante analisi statica e modale; rm = 0.312 L, (a) Ty = 
0.4 s, (b) Ty = 1.0 s. 

L’intervallo di valori dei parametri strutturali Ωθ ed es in cui l’utilizzo 
dell’analisi statica in fase progettuale conduce ad un comportamento si-
smico migliore o peggiore di quello ottenuto mediante l’uso dell’analisi 
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modale può essere chiaramente individuato esaminando il rapporto Rd 
tra la richiesta di duttilità normalizzata degli schemi progettati me-
diante analisi statica e modale (Figura 4.6). Si può constatare che 
l’insieme di valori di Ωθ ed es per i quali l’applicazione dell’analisi statica 
è più cautelativa può essere approssimativamente separato da quelli per 
i quali è consigliabile l’uso dell’analisi modale con una linea retta, la cui 
posizione e pendenza dipendono però (anche se in maniera non troppo 
rilevante) dal valore del periodo traslazionale disaccoppiato. 

In definitiva, dunque, nessuno dei metodi di analisi esaminati è in 
grado di predire sempre, con sufficiente precisione, il reale aspetto, 
maggiormente traslazionale, della risposta inelastica. Tuttavia, nei si-
stemi torsio-flessibili l’uso dell’analisi modale porta a valori sensibil-
mente minori della richiesta di duttilità perché, in accordo con la rispo-
sta elastica, conduce a maggiori valori di resistenza al lato rigido, dove 
invece gli schemi progettati con l’analisi statica subiscono le maggiori 
richieste di duttilità. Al contrario, nelle strutture torsio-rigide l’analisi 
modale incrementa la resistenza sul lato flessibile, in accordo col com-
portamento elastico, ma (particolarmente nel caso di basse e moderate 
eccentricità strutturali) la riduce al lato rigido, dove la richiesta di dut-
tilità attinge il valore massimo. Nell’esprimere un giudizio complessivo 
su questi ultimi schemi, occorrerebbe considerare anche il fatto che, nei 
casi considerati, l’uso dell’analisi modale riduce la resistenza totale di 
una quantità variabile fino ad un massimo del 10%, dipendente dal va-
lore dell’eccentricità strutturale ed in misura minore dal rapporto tra le 
frequenze latero-torsionali disaccoppiate. Ciò malgrado, ulteriori analisi 
hanno mostrato che la richiesta di duttilità normalizzata non cambia in 
modo rilevante se la resistenza totale del sistema viene incrementata 
fino al valore imposto dall’analisi statica. 

4. Risposta inelastica dei sistemi multipiano 

Ciascuno degli schemi multipiano, ottenuti variando Ωθ e la posizione 
del centro di massa CM, è stato progettato più volte, utilizzando sia 
l’analisi statica che quella modale ed ipotizzando due diverse distribu-
zioni dei carichi verticali, i quali sono stati ripartiti prima in proporzio-
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ne alle luci delle campate e successivamente alla rigidezza dei telai. In 
ciascun caso la resistenza flessionale necessaria alle sezioni di estremità 
delle travi ed a quelle al piede delle colonne del primo piano è stata va-
lutata scegliendo di volta in volta la più gravosa tra quelle derivanti dal-
le due seguenti condizioni di carico: 
1. soli carichi verticali, incrementati mediante i coefficienti γg e 

γq proposti dall’Eurocodice, rispettivamente uguali ad 1.4 e 1.5; 
2. azioni sismiche, valutate mediante lo spettro di risposta 

dell’Eurocodice 8 per suolo A, con α = 0.35, scalato con un fattore di 
comportamento q = 5, e carichi verticali ridotti: si suppone che 
quando si verifica l’evento sismico solo il 20% dei carichi variabili 
gravino sulla struttura. 

L’uso di più condizioni di carico conferisce ad ogni telaio una sovraresi-
stenza che, nel caso in questione, è legata all’entità delle sollecitazioni 
dovute alle azioni sismiche rispetto a quelle prodotte dai carichi vertica-
li (a parità di carico verticale, la sovraresistenza è tanto più consistente 
quanto più le sollecitazioni sismiche sono modeste). Per ciascun telaio si 
può valutare la sovraresistenza globale Osi, definita nel Capitolo 3 come 
il rapporto tra il taglio resistente (valutabile mediante un’analisi push –
 over, con una distribuzione di forze orizzontali triangolare che appros-
sima quella delle azioni sismiche) ed il taglio di progetto dovuto alle for-
ze sismiche. 

Nel primo caso, quando il carico verticale è stato ripartito in propor-
zione alle luci delle campate, i valori di sovraresistenza ottenuti nei si-
stemi bilanciati variano sensibilmente da telaio a telaio, in molti casi in 
un intervallo compreso tra 1.1 ed 2.0, raggiungendo il valore massimo, 
prossimo a 14.5 (non è visibile in figura), nei telai di estremità degli 
schemi torsio-flessibili quando si esegue la progettazione con l’analisi 
statica. I telai di estremità di tali sistemi, infatti, sono molto deformabi-
li e pertanto l’effetto delle forze sismiche è modesto in rapporto a quello 
dei carichi verticali (Figura 4.7). 

Negli schemi asimmetrici la sovraresistenza cresce rispetto ai valori 
riscontrati nei corrispondenti sistemi bilanciati nei telai posti sul lato 
rigido della struttura. Questo fenomeno è maggiormente rilevante nei 
sistemi torsionalmente rigidi progettati con l’analisi modale ed in quelli 
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torsio-flessibili quando si usa l’analisi statica. Infatti, proprio in questi 
casi nei telai in questione, per effetto delle rotazioni degli impalcati, si 
registra la riduzione più consistente delle sollecitazioni prodotte dalle 
forze orizzontali (Figura 4.7). 
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Figura 4.7. Distribuzione in pianta della sovraresistenza dei telai, carichi ver-
ticali ripartiti in proporzione alla luce delle campate. 

Nel secondo caso, il carico verticale che compete ai telai è stato determi-
nato ripartendo il carico complessivo in proporzione alla loro rigidezza, 
così da ottenere una sovraresistenza costante almeno nei sistemi bilan-
ciati. Tarando opportunamente il carico complessivo si è ottenuto per il 
parametro in questione un valore pari ad 1.5, significativo di edifici rea-
li. Invece, nei sistemi eccentrici Osi varia da telaio a telaio, anche se in 
un intervallo meno ampio rispetto al caso precedente (Figura 4.8). 

Allo scopo di comprendere meglio le differenze che si riscontrano 
nella risposta inelastica dei sistemi asimmetrici dimensionati con 
l’analisi statica o modale va’ rimarcato che, come è ben noto, il taglio di 
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progetto è maggiore (circa il 20%) quando si utilizza l’analisi statica in 
luogo dell’analisi modale. 
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Figura 4.8. Distribuzione in pianta della sovraresistenza dei telai, carichi ver-
ticali ripartiti in proporzione alla rigidezza dei telai. 

Utilizzando il programma DRAIN-BUILDING, espressamente modificato 
per includere elementi a comportamento elasto-plastico, è stata valutata 
la risposta inelastica delle strutture multipiano allo stesso insieme di 
accelerogrammi usato per gli schemi monopiano, anche in questo caso 
supposti agenti lungo la direzione Y. I valori massimi dello spostamento 
all'ultimo piano del telaio e delle rotazioni plastiche ottenuti da ciascu-
na delle trenta analisi inelastiche sono state utilizzati per calcolare, per 
ciascun telaio, i seguenti parametri: 
1. richiesta di duttilità globale del telaio D, definita come il rapporto 

tra il massimo spostamento inelastico misurato all’ultimo piano ed il 
corrispondente spostamento al limite elastico: dai risultati delle ana-
lisi numeriche si trae il valore del nominatore mentre il denominato-
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re è stato convenzionalmente assunto uguale allo spostamento di 
sommità del telaio quando questo è sottoposto ad un insieme di forze 
variabili linearmente lungo l’altezza ed aventi risultante pari al ta-
glio resistente, nell’ipotesi di comportamento elastico; 

2. richiesta di duttilità Dc delle sezioni al piede delle colonne del primo 
ordine di ciascun telaio piano, definita come il rapporto tra la rota-
zione totale di ciascuna sezione (somma della rotazione plastica e di 
quella al limite elastico) e la rotazione al limite elastico (intesa come 
il prodotto tra la curvatura prodotta dal momento di plasticizzazione 
e l’estensione h della cerniera plastica, assunta convenzionalmente 
pari a h = 0.30 m); 

h
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M

h
IE

M

D P
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P
c

pl

c

⋅

⋅
+θ

=
max,

 (4) 

3. richiesta di duttilità Db delle sezioni di estremità delle travi, valuta-
ta allo stesso modo separatamente per ciascun piano. 

Tutti i parametri sono stati normalizzati dividendo i valori valutati per 
gli schemi asimmetrici con quelli ottenuti per i corrispondenti sistemi 
torsionalmente bilanciati. I parametri normalizzati, che si indicano di 
seguito con i simboli d, dc, e db, descrivono come le rotazioni in pianta 
modificano la risposta del sistema rispetto al caso di semplice traslazio-
ne. Infine, allo scopo di sintetizzare con pochi parametri statisticamente 
significativi l’effetto dell’intero gruppo di accelerogrammi, sono state 
calcolate le medie dei valori relativi alle 30 analisi eseguite: 
1. media della richiesta di duttilità globale d ; 
2. media della richiesta di duttilità cd  delle sezioni al piede delle co-

lonne del primo ordine; 
3. media della richiesta di duttilità bd  delle sezioni di estremità delle 

travi. 
I risultati (Figura 4.9 e Figura 4.10) mostrano che la richiesta di duttili-
tà negli schemi asimmetrici torsio-flessibili (Ωθ = 0.6) progettati median-
te analisi modale è sempre prossima a quella dei corrispondenti sistemi 
bilanciati. Se il carico verticale è ripartito in proporzione alla luce delle 
campate si osserva un piccolo incremento della richiesta di duttilità glo-
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bale d  nei telai di estremità. Questo fenomeno, in contrasto con i risul-
tati ottenuti mediante schemi monopiano, non è causato dagli incremen-
ti di spostamento dovuti alla rotazione degli impalcati, come si potrebbe 
erroneamente pensare, ma dai valori estremamente modesti della ri-
chiesta di duttilità riscontrata per gli stessi elementi in presenza di sola 
traslazione. Quando la rigidezza torsionale del sistema è modesta e le 
sollecitazioni sismiche di progetto si valutano mediante analisi modale, 
infatti, la sovraresistenza dei telai in questione nel sistema bilanciato è 
ben più grande di quella che si riscontra per gli stessi telai in sistemi 
che presentano asimmetrie strutturali (è circa il doppio di quella deter-
minata quando es = 0.15 L). Ciò spiega perché i picchi nella richiesta di 
duttilità osservati prima sono appena visibili nelle sezioni al piede delle 
colonne del primo ordine (Figura 4.10), praticamente prive di sovraresi-
stenza, e non sono presenti nei sistemi a sovraresistenza costante. 

Al contrario le strutture progettate per mezzo dell’analisi statica 
denunciano grandi richieste di duttilità, sia globale che locale, al lato ri-
gido; spesso il massimo valore non viene raggiunto esattamente nel te-
laio di estremità, a causa della forte sovraresistenza dei telai posti in 
questa posizione e perché il diagramma degli spostamenti di progetto è 
intrecciato. I valori inaccettabili della richiesta di duttilità normalizzata 
delle colonne cd , osservati in alcuni telai dei sistemi torsio-flessibili, si 
possono spiegare ricordando l’aspetto intrecciato del diagramma degli 
spostamenti di progetto di tali schemi e la variazione in altezza della 
sovraresistenza dei telai (vedi Capitolo 3); infatti, la resistenza delle se-
zioni al piede delle colonne del primo ordine, che sono dotate di una so-
vraresistenza molto modesta, si riduce praticamente a zero quando le 
sollecitazioni dovute alle forze orizzontali sono nulle per cui è logico a-
spettarsi forti incrementi nella richiesta di duttilità normalizzata cd . 
Tuttavia va sottolineato che, le prestazioni sismiche di una struttura 
reale saranno sicuramente meno scadenti di quelle riscontrate in questo 
studio, poiché, così come è stato osservato per i sistemi monopiano, 
l’adozione di più schemi di carico connessi alla presenza dell’eccentricità 
accidentale ea assicura sempre una resistenza minima a tutte le sezioni 
dei telai. 
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Figura 4.9. Media della richiesta di duttilità globale normalizzata dei telai; (a) 
carichi verticali proporzionali alla luce delle campate,(b) carichi verticali pro-

porzionali alla rigidezza dei telai. 
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Figura 4.10. Media della richiesta di duttilità normalizzata delle sezioni al pie-

de delle colonne del primo ordine; (a) carichi verticali proporzionali alla luce 
delle campate,(b) carichi verticali proporzionali alla rigidezza dei telai. 

Nel caso di sistemi asimmetrici torsio-rigidi (Ωθ = 1.4), la richiesta di 
duttilità è influenzata in maniera modesta dal metodo di analisi ed è 
sempre prossima a quella del corrispondente sistema torsionalmente bi-
lanciato. Più precisamente, il comportamento delle strutture progettate 
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per mezzo dell’analisi modale è leggermente peggiore di quello riscon-
trato nei telai progettati con analisi statica a causa delle maggiori ri-
chieste di duttilità evidenziate dai telai del lato rigido. La riduzione di 
resistenza di questi elementi (rispetto a quella che ad essi si fornirebbe 
in caso di semplice traslazione), infatti, è più consistente quando 
s’impiega l’analisi modale. 

Considerazioni intermedie possono essere fatte per strutture aventi 
Ωθ = 1.0. Quando l’eccentricità strutturale è piccola entrambi i metodi di 
analisi conducono allo stesso valore massimo della richiesta di duttilità; 
questo si raggiunge nei telai centrali o in quelli del lato rigido della 
struttura, a seconda che sia stata usata l’analisi modale o quella statica 
rispettivamente. Quando l’eccentricità cresce, la richiesta di duttilità di-
venta eccessivamente elevata nei telai del lato rigido dei sistemi proget-
tati con analisi statica, mentre la risposta in termini di duttilità massi-
ma rimane praticamente inalterata se la progettazione viene effettuata 
con l’analisi modale. 

Tabella 4.1. Valori massimi della richiesta di duttilità normalizzata media di 
sistemi monopiano e delle sezioni al piede delle colonne del primo ordine. 

Analisi statica Analisi modale Ωθ es / L 
mono (a) (b) mono (a) (b) 

0.05 3.70 2.38 4.01 1.19 1.18 1.13 0.6 
0.15 11.20 7.61 7.28 1.18 1.27 0.98 

0.05 1.27 1.17 1.16 1.12 1.11 1.11 1.0 
0.15 4.11 3.81 3.47 1.17 1.12 1.10 

0.05 1.05 1.08 0.97 1.28 1.16 1.23 1.4 
0.15 1.35 1.10 1.15 1.51 1.30 1.25 

È interessante rilevare che i risultati mostrati sin qui dimostrano la so-
stanziale corrispondenza, da un punto di vista qualitativo, tra la rispo-
sta inelastica dei sistemi regolarmente asimmetrici e quella dei più 
semplici sistemi monopiano. Gli scostamenti dal valore unitario della 
richiesta di duttilità globale normalizzata d  dei sistemi multipiano so-
no meno rilevanti di quelli che si registrano nei sistemi monopiano poi-
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ché le variazioni del taglio resistente di ciascun telaio, causate dalle ro-
tazioni degli impalcati, sono mitigate dalla presenza dei carichi verticali 
e dalla sovraresistenza che essi comportano. Vi è invece una buona cor-
rispondenza, anche a livello quantitativo, con la richiesta di duttilità 
normalizzata delle sezioni alla base delle colonne del primo ordine cd  
(Tabella 4.1), la resistenza di tali sezioni, infatti, è pressoché trascurabi-
le ed indipendente dalla presenza dei carichi verticali. 

La Figura 4.11 mostra la distribuzione in pianta della richiesta di 
duttilità normalizzata bd  delle travi per i sistemi a sovraresistenza va-
riabile e costante. È interessante osservare che, per ciascuno dei sistemi 
considerati, il parametro bd  presenta lo stesso andamento a tutti i pia-
ni, qualitativamente analogo a quello dei parametri già analizzati, 
tranne che all’ultimo. Nei sistemi eccentrici a sovraresistenza costante 
la resistenza delle travi dell’ultimo piano, che è governata fondamen-
talmente dai carichi verticali, si discosta in misura modesta da quella 
determinata per gli stessi elementi nel sistema traslante. A seguito di 
ciò le rotazioni degli impalcati modificano la richiesta di duttilità bd , 
che quindi all’ultimo piano presenta lo stesso andamento degli sposta-
menti normalizzati dell’impalcato. 

Queste considerazioni continuano a valere anche quando i carichi 
vengono ripartiti in proporzione alla luce delle campate ad eccezione dei 
telai d’estremità dove bd  è sempre prossimo all’unità per gli elementi in 
questione. Nei sistemi dotati di una rigidezza torsionale modesta 
(Ωθ = 0.6), per via della notevole sovraresistenza che compete ai telai 
d’estremità, ed in misura ancora maggiore nelle sezioni appartenenti al-
le travi dell’ultimo piano, nel caso di pura traslazione non si registrano 
mai escursioni in campo plastico all’ultimo piano, mentre in presenza di 
asimmetria strutturale si riscontrano plasticizzazioni, ma solo per pochi 
accelerogrammi. A seguito di ciò il parametro db assume valore unitario 
in un cospicuo numero di analisi e pertanto la sua media è prossima ad 
uno. Invece, per i sistemi torsio-rigidi (Ωθ ≥ 1.0), l’andamento, a prima 
vista strano, delle curve di Figura 4.11a si comprende osservando che 
all’ultimo piano le sollecitazioni sismiche dei telai di estremità diventa-
no predominanti rispetto a quelle dei carichi verticali (il carico che com-
pete ai telai di estremità è circa la metà di quello che grava sui telai in-
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termedi) è così gli scostamenti di bd  dal valore unitario vengono conte-
nuti dalle variazioni di resistenza, rispetto a quella del sistema bilancia-
to, prodotte dalle rotazioni d’impalcato: la resistenza cresce in entrambi 
i telai di estremità quando Ωθ = 1.0 mentre se Ωθ = 1.4 cresce sul lato de-
formabile e decresce sul lato rigido. 
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Figura 4.11. Media della richiesta di duttilità normalizzata delle travi, sistemi 

con es = 0.15 L progettati con analisi modale; (a) carichi verticali proporzionali al-
la luce delle campate,(b) carichi verticali proporzionali alla rigidezza dei telai. 
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Una visione più efficace dell’influenza che il tipo di analisi strutturale 
ha sulla richiesta di duttilità delle travi dei sistemi irregolari in pianta 
si può trarre dai grafici a barre rappresentati in Figura 4.12 ed in 
Figura 4.13. Ognuno di questi riporta, ad ogni piano, il confronto tra i 
valori massimi della richiesta di duttilità media delle travi bD  misurata 
nel sistema bilanciato ed in quello asimmetrico. 

La distribuzione in altezza della richiesta di duttilità bD dei sistemi 
torsionalmente bilanciati presenta valori maggiori quando si usa 
l’analisi modale, ma possiede qualitativamente lo stesso andamento a 
prescindere dal tipo di analisi utilizzata per il progetto. Ciò era attendi-
bile visto che la risposta elastica dei sistemi qui considerati è contenuta 
fondamentalmente nel primo modo di vibrazione e che questo è associa-
to ad una distribuzione di forze pressoché lineare. I valori a cui attinge 
il parametro bD  sono minori nei sistemi progettati con l’analisi statica 
perché in questo caso il taglio di progetto è maggiore. 

Il criterio di ripartire i carichi verticali tra i telai influenza sia 
l’entità della richiesta di duttilità delle travi che il suo andamento lungo 
l’altezza. Quando i carichi verticali si distribuiscono in proporzione alla 
luce delle campate, i valori massimi di bD  si registrano nel telaio dotato 
di minore sovraresistenza che è sempre minore di 1.5 (Figura 4.7), valo-
re che caratterizza i telai dei sistemi in cui i carichi sono ripartiti in 
proporzione alla rigidezza. Per tale motivo i valori massimi di bD  sono 
maggiori nel primo caso. La differenza di sovraresistenza spiega anche 
il diverso andamento in altezza della richiesta di duttilità; infatti, nel 
primo caso (Osi ≈ 1.1), bD  cresce spostandosi verso i piani alti per effetto 
della riflessione dell’onda sismica, già osservata da Clough e Penzien9. 
Invece, nel secondo caso, gli effetti di tale fenomeno sono limitati dalla 
maggiore sovraresistenza e così bD  si mantiene pressoché costante lun-
go l’altezza. 

Nei sistemi asimmetrici la richiesta di duttilità è sempre superiore 
a quella dei corrispondenti schemi bilanciati, soprattutto ai piani bassi. 
Nei sistemi con Ωθ = 0.6 o 1.0, ovvero in quelli che manifestano rotazioni 
d’impalcato più rilevanti per effetto dell’eccitazione sismica, l’analisi 
modale riesce a contenere bD  a valori prossimi a quelli degli schemi 
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traslanti mentre valori di bD  nettamente superiori si riscontrano quan-
do si usa l’analisi statica. Al contrario, nei sistemi torsio-rigidi, è 
l’analisi statica che consente di ottenere minori incrementi della richie-
sta di duttilità. Tali considerazioni valgono sia per i sistemi a sovraresi-
stenza variabile che in quelli a sovraresistenza costante. 
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Figura 4.12. Valori massimi della richiesta di duttilità media delle travi, 

es = 0.15 L, sovraresistenza variabile; (a) analisi statica, (b) analisi modale. 
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Figura 4.13. Valori massimi della richiesta di duttilità media delle travi, 

es = 0.15 L, sovraresistenza variabile; (a) analisi statica, (b) analisi modale. 
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permette di ridimensionare le conclusioni sulle prestazioni sismiche del-
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esaminando il parametro bd . Appare evidente che la richiesta di duttili-
tà di questi elementi, nonostante sia, in presenza di asimmetria struttu-
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rale, percentualmente ben più elevata di quella riscontrata quando il si-
stema può solo traslare, si attesta comunque su valori prossimi a quelli 
misurati agli altri piani (Figura 4.13). 

5. Criteri per il progetto degli edifici asimmetrici 

Come era logico aspettarsi i risultati delle analisi numeriche riportati 
nei paragrafi precedenti sottolineano, tra le altre cose, che in generale 
non è possibile assegnare la resistenza degli elementi di un sistema a-
simmetrico in maniera ottimale attraverso l’applicazione pura e sempli-
ce dell’analisi statica o di quella modale. Tuttavia è possibile ovviare a 
questi inconvenienti utilizzando questi due tipi di analisi all’interno di 
procedure di progetto che consentano, attraverso opportuni accorgimen-
ti, di ottenere prestazioni sismiche paragonabili a quelle dei sistemi tra-
slanti. Tutti gli edifici analizzati nel paragrafo precedente sono stati 
nuovamente progettati utilizzando tre diverse procedure per valutarne 
le sollecitazioni sismiche di progetto: le prime due, reperite in letteratu-
ra, prevedono rispettivamente l’uso dell’analisi statica e modale, la ter-
za, proposta in questo studio, è basata sull’analisi modale. 

Tra le diverse procedure per la progettazione degli edifici planime-
tricamente irregolari che prevedono l’uso dell’analisi statica in questo 
studio è stata impiegata quella proposta da Duan e Chandler6, 16, testata 
dagli autori con modelli multipiano a traversi rigidi. Il metodo in que-
stione prevede che si valuti due volte la risposta statica della struttura 
ad un sistema di forze orizzontali. In entrambi i casi le forze devono es-
sere applicate eccentricamente rispetto al centro di rigidezza ma con ec-
centricità diverse, denominate dagli autori rispettivamente eccentricità 
di progetto primaria e secondaria. Quindi, per ogni sezione, il valore del-
la sollecitazione sismica di progetto coincide con il più grande tra quelli 
determinati nei due casi. 

L’eccentricità primaria di progetto ed1, maggiore dell’eccentricità 
strutturale es, tiene conto dei fenomeni di amplificazione dinamica della 
componente torsionale della risposta e si valuta utilizzando la seguente 
relazione: 

sd eAe 11 =  (5) 
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dove: 

4.16.36.21 ≥−=
L
eA s  (6) 

L’eccentricità secondaria di progetto ed2, minore di es, s’introduce per e-
vitare quella riduzione di resistenza che comporta la concentrazione del-
la richiesta di duttilità negli elementi del lato rigido: 

sd ee 5.02 =  (7) 

Poiché l’eccentricità ed2, da sola, non è in grado di contenere le plasticiz-
zazioni dei telai posti sul lato rigido dell’edificio in presenza di forti a-
simmetrie strutturali, Duan e Chandler propongono di valutare la resi-
stenza di questi elementi utilizzando un fattore di comportamento q’ ri-
dotto: 

qq ='  1.0/0 << Les  (8a) 

( ) 1.0/1.0' −−= Leqq s  2.0/1.0 << Les  (8b) 

qq 8.0' =  Les /2.0 <  (8c) 

Il modello studiato da Duan e Chandler possiede un solo elemento sul 
lato rigido, mentre gli edifici utilizzati in questo studio ne possiedono 
quattro. Il fattore di comportamento utilizzato per valutare le sollecita-
zioni sismiche degli elementi del lato rigido, quindi, è stato fatto variare 
linearmente con la distanza da CR dal valore q a quello ridotto q’, calco-
lato mediante le (8), anche se non è specificato dagli autori del metodo. 
Invece, non sono state considerate forze concentrate all’ultimo piano 
poiché queste vanno applicate solo quando l’eccentricità strutturale è 
superiore a 0.2 L. 

La prima delle procedure di progetto che implicano l’uso dell’analisi 
modale, prese in esame in questo lavoro, è stata proposta da Ghersi e 
Rossi22 sulla base di studi condotti con modelli asimmetrici monopiano. 
Anche in questo caso le sollecitazioni sismiche vanno valutate due volte 
combinando i massimi modali mediante il criterio CQC: nel primo caso i 
centri di massa CM vanno posti nella loro posizione nominale, mentre 
successivamente questi devono essere traslati verso i centri di rigidezza 
CR di una quantità ed che gli autori chiamano eccentricità correttiva di 
progetto. Le sollecitazioni sismiche di progetto coincidono con l’inviluppo 
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dei valori così ottenuti. La prima analisi modale consente di cogliere la 
risposta elastica del sistema, mentre la seconda, poiché qui lo schema è 
caratterizzato da una minore eccentricità e quindi da rotazioni degli im-
palcati meno rilevanti, impedisce eccessive riduzioni di resistenza. Per 
calcolare ed gli autori propongono la seguente formula: 

( )
⎩
⎨
⎧ −

=
s

rs
d e

eek
e

6.0
max  (9) 

dove: 

⎩
⎨
⎧ +Ω−

= θ

1
05.05.23.3

max
q

k  (10) 

( )
⎩
⎨
⎧ −Ω

= θ

L
L

er 01.0
4.05.01.0

max  (11) 

Una semplice analisi delle differenze che intercorrono tra la risposta e-
lastica e quella inelastica dei sistemi asimmetrici suggerisce la terza 
procedura di progetto. Mediante un’analisi modale spaziale della strut-
tura in questione è possibile cogliere gli effetti dell’accoppiamento late-
ro – torsionale in campo elastico, mentre, per tutelarsi dagli effetti del 
carattere maggiormente traslazionale della risposta inelastica, dovrebbe 
essere sufficiente ripetere l’analisi modale del sistema dopo aver impe-
dito la rotazione degli impalcati. Dunque, se si valutano le sollecitazioni 
sismiche di progetto come l’inviluppo di quelle determinate con queste 
due analisi, si dovrebbe essere in grado di impedire escursioni in campo 
plastico nel caso di terremoti di lieve entità e, quando la struttura è sol-
lecitata oltre il suo limite elastico, di evitare i forti incrementi della ri-
chiesta di duttilità rispetto a quelli riscontrati nel corrispondente siste-
ma bilanciato.  

La procedura proposta, che può essere pensata come una versione 
semplificata di quella formulata da Ghersi e Rossi (basta porre ed = es 
nella seconda analisi modale), presenta grossi vantaggi rispetto alle al-
tre due per quanto riguarda l’aspetto applicativo. Infatti, per il suo im-
piego non è richiesta la conoscenza dell’eccentricità strutturale es e del 
rapporto tra le frequenze torsionale e laterale disaccoppiate Ωθ, parame-
tri che, per un edificio reale (raramente nella realtà un edificio rispetta 
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rigorosamente tutti i requisiti per essere classificato come regolarmente 
asimmetrico), possono essere determinati solo con metodi approssimati 
e spesso macchinosi. 

Le sollecitazioni sismiche valutate mediante le tre procedure prese 
in considerazione sono state quindi combinate con l’effetto dei carichi 
verticali. Procedendo come per gli edifici analizzati nel paragrafo prece-
dente, la resistenza delle travi e quella delle sezioni al piede delle co-
lonne del primo ordine è stata assegnata utilizzando le stesse condizioni 
di carico del capitolo precedente: soli carichi verticali e azioni sismiche 
con carichi verticali ridotti. 

Al fine di mostrare come l’applicazione delle tre procedure di pro-
getto modifica il taglio resistente dei telai rispetto a quello che ad essi 
sarebbe conferito in presenza di sola traslazione, in Figura 4.14 è stato 
rappresentato l’andamento in pianta dell’incremento di taglio resistente 
normalizzato OVi, rapporto tra asim

iVlim,  e bil
iVlim, . Si osservi che il parametro 

in questione è proporzionale a quello degli spostamenti di progetto, poi-
ché le strutture analizzate sono regolarmente asimmetriche a sovraresi-
stenza costante. 

Nei sistemi torsio-flessibili l’eccentricità di progetto ed suggerita 
dalla procedura proposta è leggermente minore di quella indicata da 
Ghersi e Rossi, che è maggiore dell’eccentricità strutturale stessa, così 
la seconda metodologia assegnerà una resistenza maggiore agli elementi 
del lato flessibile, mentre per gli elementi del lato rigido entrambi gli 
approcci basati sull'analisi modale conducono alla stesso livello di resi-
stenza. Infine, solo nel caso di forti eccentricità (es = 0.15 L), il metodo di 
Ghersi e Rossi consente localmente modeste riduzioni di resistenza ri-
spetto al caso traslazionale.  

Per gli stessi edifici, il metodo proposto da Duan e Chandler, invece, 
consente sensibili riduzioni di resistenza per gli elementi del lato rigido 
dei sistemi con piccola eccentricità (es = 0.05 L) ed impone eccessivi in-
crementi delle sollecitazioni di progetto quando l’eccentricità è elevata. 
Prima di arrivare a conclusioni negative su tale approccio progettuale, 
però, bisogna sottolineare che questo è stato proposto dagli autori solo 
per sistemi torsio-rigidi e verificato utilizzando strutture dotate di un 
rapporto Ωθ =1.0. Invece in questo studio, per ragioni di completezza, la 
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procedura è stata applicata anche ai sistemi torsio-flessibili. La distri-
buzione di resistenza inadeguata ed eventualmente le scadenti presta-
zioni sismiche di questi schemi, dunque, non indicano che la procedura, 
in generale, non è valida, ma semmai che l’analisi statica non è efficace 
per la progettazione di tali schemi anche quando, allo scopo di superare 
i suoi limiti, s’introducono opportuni accorgimenti. 
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Figura 4.14. Incremento del taglio resistente normalizzato. 
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Nei sistemi con Ωθ =1.0 entrambe le procedure basate sull’analisi 
modale evitano riduzioni di resistenza negli elementi centrali, mentre in 
quelli torsionalmente rigidi la procedura proposta, impedendo qualun-
que riduzione di resistenza, comporta una resistenza lievemente mag-
giore per gli elementi del lato rigido. La metodologia elaborata da Duan 
e Chandler conferisce ai telai del lato flessibile una resistenza che, al-
meno nel caso di sistemi con forte eccentricità, appare eccessivamente 
elevata. 

Infine la Tabella 4.2 riporta l’incremento di taglio resistente globale 
normalizzato, definito come il rapporto tra la somma dei tagli resistenti 
dei telai disposti lungo la direzione Y del sistema asimmetrico e quella 
degli stessi valori determinata per il corrispondente sistema bilanciato: 
questo parametro fornisce indicazione sull’incremento del costo struttu-
rale determinato, per via dell’irregolarità in pianta, dall’applicazione dei 
metodi di progetto esaminati. Appare evidente che i valori relativi alla 
metodologia proposta da Duan e Chandler sono i più elevati e divengono 
inaccettabili quando la struttura è dotata di una modesta rigidezza tor-
sionale e di una forte eccentricità strutturale. Al contrario i valori mino-
ri si riscontrano nei sistemi progettati mediante l’approccio proposto da 
Ghersi e Rossi; tuttavia è interessante osservare che l’approccio propo-
sto in questo lavoro, nonostante l’estrema semplicità che lo caratterizza, 
fornisce valori solo leggermente superiori a questi ultimi. 

Tabella 4.2. Incremento di taglio resistente globale normalizzato. 

Ωθ es Duan e 
Chandler 

Ghersi  
e Rossi 

Metodo 
proposto 

0.05 L 1.12 1.03 1.02 0.6 
0.15 L 1.40 1.01 1.04 

0.05 L 1.07 1.03 1.04 1.0 
0.15 L 1.19 1.04 1.05 

0.05 L 1.06 1.02 1.04 1.4 
0.15 L 1.16 1.04 1.07 
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Le analisi inelastiche descritte nel paragrafo precedente sono state ripe-
tute per i nuovi edifici utilizzando lo stesso insieme di accelerogrammi 
supposti agenti lungo la direzione Y. I risultati così ottenuti sono stati 
utilizzati per determinare, per ciascuno dei telai orientati lungo tale di-
rezione, i parametri medi di duttilità globale e locale, rappresentativi 
del comportamento sismico dei sistemi analizzati. 

Analizzando i risultati, sintetizzati nelle figure che seguono (da 
Figura 4.15 a Figura 4.17), appare subito evidente che la richiesta di 
duttilità globale d  e la richiesta di duttilità alla base delle colonne del 
primo ordine cd  sono caratterizzate dallo stesso andamento in tutti i ca-
si esaminati, anche se generalmente gli scostamenti dal valore unitario 
sono sempre più rilevanti per il parametro cd  per via dei motivi già e-
sposti nel paragrafo precedente (le sezioni delle colonne sono pratica-
mente prive di sovraresistenza). 
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Figura 4.15. Media della richiesta di duttilità normalizzata dei sistemi con 

Ωθ = 0.6; (a) globale, (b) dei pilastri. 
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Figura 4.16. Media della richiesta di duttilità normalizzata dei sistemi con 

Ωθ = 1.0; (a) globale, (b) dei pilastri. 

Nelle strutture torsio-flessibili (Ωθ = 0.6) entrambe le procedure basate 
sull’analisi modale determinano una distribuzione uniforme della ri-
chiesta di duttilità tra i telai, con valori normalizzati sempre prossimi 
ad uno (Figura 4.15). In sostanza entrambi i metodi, limitando le ridu-
zioni di resistenza che occorrevano negli elementi centrali dei sistemi 
studiati nel paragrafo precedente, quando la progettazione avveniva 
mediante l’applicazione pura e semplice dell’analisi modale, hanno con-
sentito di evitare gli incrementi della richiesta di duttilità di questi e-
lementi rispetto ai valori dei corrispondenti sistemi bilanciati 
(Figura 4.9 e Figura 4.10). Al contrario la distribuzione della richiesta di 
duttilità dei sistemi dimensionati con l’approccio statico proposto da 
Duan e Chandler è fortemente variabile in pianta (Figura 4.15 e 
Figura 4.16): in particolare, i valori elevati dell’eccentricità primaria di 
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progetto conducono sempre a richieste di duttilità modeste sul lato de-
formabile della struttura, mentre gli accorgimenti introdotti per evitare 
le riduzioni di resistenza al lato rigido appaiono inadeguati e così qui si 
registrano valori di d  e cd  valori superiori all’unità, tranne che per il 
sistema con Ωθ = 0.6 ed es = 0.15 L. Questo risultato è significativo poi-
ché dimostra che, mentre l’analisi statica, nonostante gli accorgimenti 
presi, è inefficace per il progetto dei sistemi torsio-flessibili, l’uso 
dell’analisi modale con le appropriate eccentricità correttive consente di 
ottenere prestazioni sismiche accettabili da questi sistemi, che secondo 
Duan e Chandler16, addirittura, non dovrebbero essere realizzati. 
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Figura 4.17. Media della richiesta di duttilità normalizzata dei sistemi con 

Ωθ = 1.4; (a) globale,(b) dei pilastri. 

La richiesta di duttilità normalizzata delle strutture torsio-rigide 
(Ωθ ≥ 1.0) progettate con le due procedure di progetto basate sull’analisi 
modale presenta, ancora una volta, un andamento pressoché uniforme 
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(Figura 4.17). Nei sistemi a piccola eccentricità i parametri di duttilità 
normalizzata si attestano su valori appena inferiori ad uno mentre valo-
ri sensibilmente inferiori si riscontrano in presenza di eccentricità ele-
vate. Ciò è visibile soprattutto per la richiesta di duttilità delle colonne 
dei telai posti sul lato rigido dei sistemi progettati con il metodo propo-
sto in questo studio. L’introduzione dei provvedimenti che limitano la 
riduzione di resistenza degli elementi del lato rigido (seconda analisi 
con eccentricità ridotta secondo Ghersi e Rossi, analisi traslazionale in 
accordo con il metodo proposto), ha permesso di ridurre la richiesta di 
duttilità di tali elementi al di sotto del valore riscontrato per il corri-
spondente sistema bilanciato.  

Per i sistemi con piccola eccentricità il metodo proposto da Duan e 
Chandler è equivalente agli altri ma, quando l’eccentricità è elevata, di-
venta più conservativo per gli elementi del lato flessibile e comporta ri-
chieste di duttilità normalizzate superiori per quelli posti sul lato rigido 
della struttura (quando Ωθ = 1.0 d  e cd  superano il valore unitario). È 
possibile concludere, quindi, che l’analisi modale, con le opportune cor-
rezioni, è un valido strumento di progetto anche per quelle strutture ir-
regolari in pianta dotate di elevata rigidezza torsionale, che nel prece-
dente paragrafo avevano mostrato un comportamento sismico migliore 
se progettate con l’analisi statica (Figura 4.10 e Figura 4.11). 

Le considerazioni esposte sui due parametri di duttilità analizzati 
(d e cd ) non possono essere estese alla richiesta di duttilità normalizza-
ta delle travi bd . In questi elementi, anche quando si assegna la resi-
stenza utilizzando le procedure di progetto basate sull’analisi modale, si 
riesce a ridurre la richiesta di duttilità normalizzata bd  ma non a ripor-
tarla fino a valori inferiori all’unità così come avviene per le colonne. Ciò 
emerge chiaramente dai diagrammi riportati nella Figura 4.18 che de-
scrivono le distribuzioni in pianta di bd  relative ai diversi piani di tre 
sistemi asimmetrici progettati mediante le già citate procedure: gli edi-
fici, che possiedono la stessa eccentricità strutturale es = 0.15 L, differi-
scono per il valore del rapporto Ωθ = 0.6, 1.0 ed 1.4. I diagrammi relativi 
agli altri sistemi analizzati sono riportati nell’appendice B. 
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Figura 4.18. Media della richiesta di duttilità delle travi di sistemi a grande 
eccentricità es = 0.15 L progettati mediante analisi modale; (a) procedura for-

mulata da Ghersi e Rossi (b) procedura proposta. 

Nelle travi all’ultimo livello dei sistemi asimmetrici la richiesta di dutti-
lità si attesta su valori sensibilmente maggiori di quelli riscontrati nei 
corrispondenti sistemi bilanciati. Nei rimanenti livelli, dove si registra-
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no valori massimi della richiesta di duttilità normalizzata bd  nettamen-
te inferiori a quelli riscontrati all’ultimo piano, il parametro in questio-
ne decresce gradualmente quando ci si sposta verso la base della strut-
tura; questo, tuttavia, continua ad assumere valori superiori dell’unità 
ai piani più elevati. Nei sistemi torsio-flessibili le condizioni più gravose 
occorrono sul lato rigido della struttura dove la richiesta di duttilità del-
le travi supera anche del 25% quella riscontrata nel corrispondente si-
stema traslante; mentre gli incrementi, seppur di minore entità, si veri-
ficano sul lato flessibile quando il sistema è torsio-rigido. 

Il raggiungimento di valori superiori ad uno del parametro bd  in al-
cune zone della struttura è una diretta conseguenza della sovraresisten-
za presente nelle sezioni. Questa, che è consistente soprattutto ai piani 
più alti (vedi Capitolo 3, Tabella 3.3), limita gli incrementi di resistenza 
là dove le sollecitazioni sismiche di progetto crescono rispetto a quelle 
del corrispondente sistema bilanciato. Una chiara visione del meccani-
smo che riduce l’efficacia delle metodologie progettuali esaminate si ot-
tiene osservando in dettaglio i risultati relativi ad uno qualunque dei si-
stemi analizzati; a titolo di esempio, si riportano quelli dell’edificio a-
simmetrico caratterizzato da es = 0.15 L e dal rapporto Ωθ = 0.6. 

I diagrammi a barre della Figura 4.19 indicano le diverse aliquote 
che concorrono a formare la resistenza flessionale di particolari sezioni 
della struttura, espresse come percentuale di quella misurata nel corri-
spondente sistema bilanciato: per ciascun telaio disposto lungo la dire-
zione in cui agisce il sisma le sezioni esaminate sono quelle di estremità 
delle travi centrali al sesto ed al quinto piano e quella al piede dei pila-
stri centrali del primo ordine. 

Nelle sezioni al piede dei pilastri, che in sostanza sono privi di so-
vraresistenza (qui il momento flettente prodotto dai carichi verticali è 
molto modesto in rapporto a quello sismico), la resistenza flessionale del 
sistema traslante coincide sostanzialmente col momento sismico, dun-
que l’incremento delle sollecitazioni sismiche di progetto dovuto alle ro-
tazioni d’impalcato si traduce in un eguale incremento percentuale di 
resistenza. 
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Figura 4.19. Incremento percentuale del momento resistente per il sistema con 
es = 0.15 L, Ωθ = 0.6, progettato con la procedura proposta; (a) in presenza di ca-

richi verticali, (b) in assenza di carichi verticali. 

Nelle travi, invece, il momento da carichi verticali costituisce 
un’aliquota considerevole di quello resistente, così l’incremento percen-
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tuale di resistenza è ben minore di quello relativo alle sollecitazioni 
prodotte dal sisma. La Figura 4.19a mostra che al quinto piano del te-
laio di estremità del lato rigido, dove gli effetti delle rotazioni degli im-
palcati sono più rilevanti nel caso preso in esame, il momento sismico 
del sistema asimmetrico è quasi il doppio di quello misurato in presenza 
di sola traslazione, tuttavia l’incremento di resistenza flessionale è pari 
solo al 50%. Qualora sul telaio non gravassero i carichi verticali, la resi-
stenza flessionale della stessa sezione sarebbe stata raddoppiata 
(Figura 4.19b). 

IL fenomeno si ripropone in maniera ancor più esasperata nelle tra-
vi dell’ultimo piano. Nel caso di traslazione pura il momento sismico di 
questi elementi è circa la metà di quello prodotto dai carichi verticali, 
pertanto, la loro resistenza è sempre dettata dalla seconda condizione di 
carico (soli carichi verticali incrementati dai coefficienti γg e γq). Nel si-
stema asimmetrico l’incremento del momento sismico, quando riesce ad 
aumentare anche la resistenza, produce incrementi molto modesti, ben 
inferiori di quelli che si verificherebbero in assenza di carichi verticali: 
nel telaio di estremità la sovraresistenza che questi producono limita 
l’incremento di resistenza delle sezioni ad appena il 10% mentre, in as-
senza di carichi verticali, la resistenza verrebbe più che raddoppiata. 
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Figura 4.20. Media della richiesta di duttilità delle travi di sistemi con 

Ωθ = 0.6, es = 0.15 L, Osi = 1.5 progettati mediante: (a) analisi modale, (b) proce-
dura proposta. 

La conoscenza dei meccanismi che condizionano l’assegnazione della re-
sistenza alle membrature della struttura consente di comprendere pie-
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namente l’escursione della richiesta di duttilità normalizzata delle travi 
al di sopra del valore unitario, altrimenti del tutto inspiegabile. Nella 
Figura 4.20 il diagramma della richiesta di duttilità bd  del sistema in 
esame (Ωθ = 0.6, es = 0.15 ) progettato con la procedura proposta è stato 
accostato a quello relativo allo stesso sistema progettato con una sem-
plice analisi modale. 

Si osserva che l’introduzione della seconda analisi traslazionale ri-
porta bd  a valori inferiori all’unità nei telai centrali, poiché impedisce le 
riduzioni di resistenza che altrimenti si verificherebbero in questi ele-
menti. Essa, invece, non consente di ottenere alcun beneficio sulla ri-
chiesta di duttilità nelle travi dei telai di estremità dove bd  continua a 
raggiungere valori superiori ad 1.0. In questi elementi, infatti, gli in-
crementi di resistenza ottenuti in fase di progetto sono spesso inadegua-
ti a causa della sovraresistenza delle sezioni, consistente soprattutto ai 
piani alti. Un trattazione distinta va’ fatta per le travi dell’ultimo livel-
lo. Queste subiscono richieste di duttilità estremamente più elevate di 
quelle riscontrate negli stessi elementi dei corrispondenti sistemi bilan-
ciati ( 2≈bd ) e la loro situazione non riceve alcun beneficio dall’uso delle 
eccentricità correttive utilizzate; la resistenza di queste sezioni, che è 
condizionata essenzialmente dai carichi verticali, nel sistema asimme-
trico coincide praticamente con quella che si ottiene in presenza di sola 
traslazione, nonostante dall’analisi strutturale scaturiscono forti incre-
menti delle sollecitazioni sismiche (Figura 4.19). Le considerazioni sulla 
richiesta di duttilità assoluta bD  di questi elementi, esposte nel prece-
dente paragrafo ed ancora valide per i sistemi qui analizzati, permetto-
no di affermare che le loro prestazioni sismiche non decadono fino a li-
velli inaccettabili. 

Al fine di dimostrare che è la sovraresistenza delle sezioni a limita-
re l’efficacia delle procedure di progetto esaminate in questo paragrafo, 
l’edificio in questione è stato nuovamente progettato (mediante una 
semplice analisi modale e successivamente con la procedura proposta) 
ipotizzando che sui telai sottoposti all’azione del sisma non gravino cari-
chi verticali. La Figura 4.21 mostra l’andamento in pianta della richie-
sta di duttilità normalizzata delle travi riscontrata nei due casi esami-
nati. 
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Figura 4.21. Media della richiesta di duttilità delle travi di sistemi con 

Ωθ = 0.6, es = 0.15 L, telai paralleli alla retta d’azione del sisma non soggetti a 
carichi verticali, progettati mediante: (a) analisi modale, (b) procedura propo-

sta. 

A tutti i piani l’andamento di bd  è analogo a quello che si osserverebbe 
per un sistema monopiano. Le escursioni di tale parametro al di sopra 
del valore unitario si verificano solo in quei telai dove l’analisi modale 
assegna una resistenza inferiore a quella del corrispondente sistema bi-
lanciato (Figura 4.21a). In tali condizioni, l’introduzione di un secondo 
schema di carico che impedisce tali riduzioni di resistenza (analisi mo-
dale traslazionale) abbatte la richiesta di duttilità normalizzata delle 
travi a valori ovunque inferiori all’unità (Figura 4.21b). 
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Capitolo 5 
RISPOSTA SISMICA DI EDIFICI NON 
REGOLARMENTE ASIMMETRICI 

1. Scopo del capitolo 

Nel capitolo 2 sono stati mostrati i requisiti che un edificio deve posse-
dere per essere classificato come regolarmente asimmetrico. Attraverso 
un’analisi delle tipologie strutturali correntemente utilizzate, è facile 
accertare che in molti degli edifici realizzati nella pratica tecnica viene 
meno il possesso di uno o più dei suddetti requisiti. 

Una tipologia molto comune è quella degli edifici con telai e pareti 
(Figura 5.1a): l’ossatura portante di questi edifici è costituita da telai, a 
cui in genere è demandato il compito di portare i carichi verticali, e pa-
reti o nuclei che, essendo molto più rigidi dei telai soprattutto ai piani 
bassi, assorbono, a questi piani, la quasi totalità delle sollecitazioni si-
smiche. In questo caso i due tipi di elementi resistenti (telai e pareti) 
che coesistono nella struttura possiedono certamente matrici di rigidez-
za non proporzionali e dunque, salvo i casi particolari descritti nel capi-
tolo 2, tali sistemi non rientrano nella classe degli edifici regolarmente 
asimmetrici. 

Anche quando tutti gli elementi resistenti che costituiscono la strut-
tura possiedono matrici di rigidezza tra loro proporzionali, oppure 
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quando questa può essere suddivisa in più sottosistemi aventi gli assi 
dei centri elastici coincidenti e lo stesso rapporto Ωθ tra le frequenze tor-
sionali e traslazionali disaccoppiate, non è detto che l’edificio apparten-
ga alla speciale classe definita da Hejal e Chopra32. Affinché ciò avven-
ga, infatti, i centri massa CM degli impalcati devono essere tutti allinea-
ti lungo un’asse verticale e il raggio d’inerzia delle masse rm deve essere 
uguale ai vari piani. Queste ulteriori condizioni, in generale, non sono 
soddisfatte quando la distribuzione della massa è differente tra un livel-
lo ed un altro (Figura 5.1b), ad esempio perché i vari ambienti 
dell’edificio possiedono destinazioni d’uso diverse.  

Infine bisogna ricordare tutti quegli edifici che non sono dotati di un 
piano tipo, ad esempio quelli che presentano impalcati aventi forma e 
dimensioni diverse ai vari piani (Figura 5.1c). Le matrici di rigidezza dei 
telai che costituiscono la struttura di tali edifici sono certamente non 
proporzionali tra loro poiché i vari telai differiscono per il numero di 
piani, inoltre per via delle differenze tra gli impalcati, salvo casi molto 
particolari, i centri di massa non saranno allineati. In quest’ultimo caso 
esaminato, dunque, vengono meno tutti i requisiti necessari per classifi-
care un edificio tra quelli regolarmente asimmetrici. 

 CMi  CMi
 CRi  CMi

 (a)  (b)  (c)

Parete

Telaio

 
Figura 5.1. Edifici non regolarmente asimmetrici; (a) sistemi con telai e pareti, 
(b) centri di massa non allineati, (c) impalcati di forma e dimensioni diverse.  

La risposta elastica degli edifici appena descritti non gode delle proprie-
tà che caratterizzano quella dei sistemi regolarmente asimmetrici. In 
particolare, mentre la risposta elastica di un edificio torsionalmente ac-
coppiato con regolarità in altezza può essere determinata componendo 
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quella di due sistemi più semplici ad esso associati (il sistema multipia-
no torsionalmente bilanciato e quello monopiano torsionalmente accop-
piato), ciò non è possibile per un sistema non regolarmente asimmetrico; 
in questo caso, infatti, non è neppure possibile definire i due sistemi più 
semplici. Come immediata conseguenza di ciò, i metodi che presuppon-
gono l’uso dell’analisi statica e di eccentricità di progetto opportunamen-
te tarate, basati proprio sulla possibilità di operare tale decomposizione, 
non consentono di determinare la risposta sismica dei sistemi in que-
stione che quindi va’ necessariamente valutata mediante l’analisi moda-
le. Tutto ciò non costituisce un grosso problema, poiché oggi l’analisi 
modale può essere eseguita senza grosse difficoltà anche su sistemi di 
notevoli dimensioni. 

È molto più complesso, invece, ottenere valide indicazioni sulla ri-
sposta dei sistemi non regolarmente asimmetrici quando sono attese ri-
levanti escursioni in campo plastico. In questo caso, infatti, niente per-
mette di affermare a priori che gli effetti delle plasticizzazioni siano gli 
stessi riscontrati sui modelli monopiano e sugli edifici regolarmente a-
simmetrici (riduzione delle rotazioni degli impalcati all’aumentare 
dell’impegno plastico degli elementi strutturali). Ed ancora non è per 
nulla scontato che le metodologie di progetto sviluppate con modelli mo-
nopiano6, 22, 58, 60 e verificate su sistemi multipiano regolarmente asim-
metrici siano altrettanto efficaci ad evitare la concentrazione delle pla-
sticizzazioni in pochi elementi della struttura quando l’edificio non pos-
siede il requisito della regolarità in altezza. In questo caso, fra l’altro, 
alcuni di questi metodi non sono applicabili: ad esempio tutti quelli che 
presuppongono l’uso dell’analisi statica, che non consente di cogliere la 
risposta elastica dei sistemi in questione, oppure quelli che prevedono 
l’uso di eccentricità di progetto definite in funzione dell’eccentricità 
strutturale es e del rapporto Ωθ, parametri che hanno significato solo per 
i sistemi regolarmente asimmetrici. 

Nei paragrafi che seguono si caratterizza la risposta sismica di una 
particolare categoria di edifici non regolarmente asimmetrici: gli edifici 
con telai e pareti, sicuramente i più diffusi dopo quelli a struttura inte-
laiata. Attraverso lo studio di un significativo insieme di sistemi appar-
tenenti a tale classe, che differiscono tra loro per il grado di irregolarità 
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in pianta, per il rapporto tra la rigidezza torsionale e quella traslaziona-
le e per il contributo fornito dai telai alla rigidezza complessiva del si-
stema, si mettono in evidenza le differenze tra la risposta elastica di 
questi schemi e quella dei sistemi regolarmente asimmetrici. Quindi, 
esaminando la risposta degli stessi edifici ad un insieme di accelero-
grammi capaci di generare rilevanti deformazioni in campo plastico, si 
descrivono gli effetti delle plasticizzazioni sulla loro risposta inelastica e 
l’efficacia della metodologia proposta (analisi modale spaziale + analisi 
modale traslazionale), già applicata nel capitolo precedente agli edifici 
regolarmente asimmetrici, di evitare forti concentrazioni della richiesta 
di duttilità in particolari elementi della struttura. 

2. Schemi analizzati 

Tutti gli edifici esaminati (Figura 5.2) possiedono sei impalcati rigidi di 
forma rettangolare (29.5 × 15.5 m) in cui è concentrata la massa pari a 
232.3 t. La distribuzione della massa è tale che il suo baricentro CM ri-
sulti coincidente con il baricentro geometrico dell’impalcato CG ed il suo 
raggio d’inerzia sia pari ad 8.85 m. La struttura portante del generico 
sistema si ottiene accoppiando due sottosistemi strutturali regolarmen-
te asimmetrici e caratterizzati dallo stesso rapporto tra le frequenze la-
terale e torsionale disaccoppiate Ωθ: il primo di questi è costituito da te-
lai mentre il secondo da pareti. 

I telai piani (8 orientati lungo la direzione longitudinale e 4 lungo 
quella trasversale) sono disposti simmetricamente rispetto ai centri di 
massa dell’impalcato e pertanto i centri elastici del sistema di telai coin-
cidono con tali punti. La loro posizione è la stessa in tutti gli edifici. An-
che il sistema delle pareti (2 agenti lungo la direzione X e 2 lungo Y) è 
simmetrico ma, quando si passa da uno schema ad un altro, il suo asse 
di simmetria trasla lungo l’asse X aumentando l’eccentricità delle pareti 

We  rispetto a CM, che assume i valori 0, 0.05 L, 0.10 L e 0.15 L. 
All’aumentare di We  cresce, ovviamente, l’irregolarità planimetrica dei 
sistemi. 

Incrementando la distanza relativa tra i due sistemi, e quindi tra i 
rispettivi assi dei centri elastici, è logico aspettarsi che le caratteristiche 
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degli schemi si discostano sempre più da quelle dei sistemi regolarmen-
te asimmetrici. È stato dimostrato nel capitolo 2 che un edificio, la cui 
ossatura portante può essere scomposta in due o più sottosistemi rego-
larmente asimmetrici caratterizzati dallo stesso rapporto Ωθ, è anch’esso 
regolarmente asimmetrico solo se i rispettivi assi dei centri elastici ri-
sultano coincidenti. 
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Figura 5.2. Pianta del generico edificio e schema dei telai.  

I sistemi bilanciati ( 0== sW ee ) possiedono tutti gli stessi periodi fon-
damentali, uguali per entrambe le direzioni X ed Y e pari ad 1.0 sec, ma 
differiscono per il contributo fornito dai telai e dalle pareti alla rigidezza 
della struttura. Nel generico caso considerato la rigidezza complessiva 
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dei telai è pari ad una frazione Fρ  di quella del sistema traslante, costi-
tuito solo da telai, avente periodo fondamentale pari ad 1 sec, mentre 
l’inerzia della sezione trasversale delle pareti, costante lungo tutta 
l’altezza, è stata tarata in modo che il periodo fondamentale del sistema 
accoppiato telai – pareti sia uguale a quello stabilito (T1 = 1.0 sec). 
Complessivamente si possono distinguere tre diversi tipi di edifici: con 
rigidezza prevalentemente affidata ai telai ( %75=ρF ), con telai molto 
deformabili in rapporto alle pareti ( %25=ρF ) ed infine con telai e pareti 
che contribuiscono nella stessa misura alla rigidezza complessiva della 
struttura ( %50=ρF ). 

Sono stati considerati tre diversi valori del rapporto tra le frequenze 
laterale e torsionale disaccoppiate, pari a Ωθ = 0.6, 1.0 e 1.4, al fine di 
indagare il comportamento sismico sia di schemi torsio-flessibili che tor-
sio-rigidi. Dopo aver stabilito che, in ciascun sottosistema, il contributo 
alla rigidezza torsionale degli elementi trasversali sia pari a γx = 1/3, il 
prefissato valore di Ωθ è stato ottenuto tarando opportunamente le di-
stanze d’ e d’’ tra le due coppie di pareti e variando proporzionalmente 
l’inerzia delle sezioni dei telai. Per ciascun telaio, costituito da aste ine-
stensibili, sono state utilizzate solo due sezioni trasversali, una per le 
travi ed una per le colonne. 

Si è assunto che le cerniere plastiche possano formarsi solo alle e-
stremità delle travi, nelle sezioni al piede delle colonne del primo ordine 
ed in quelle alla base delle pareti e che tutte le rimanenti sezioni abbia-
no resistenza illimitata, così da soddisfare il criterio del capacity design. 
Il legame momento – curvatura delle sezioni che si plasticizzano è di ti-
po elasto − plastico perfetto ed è stata trascurata l’interazione con lo 
sforzo normale nelle colonne. 

3. Classificazione degli edifici 

Una delle caratteristiche che differenziano i diversi edifici descritti nel 
paragrafo precedente consiste è il grado d’irregolarità planimetrica. 
L’eccentricità We  tra il baricentro delle pareti e l’asse dei centri di mas-
sa condiziona tale caratteristica ma non costituisce una buona misura di 
essa. È intuitivo concludere, infatti, che il grado d’irregolarità in pianta 
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di due edifici caratterizzati dallo stesso valore di We  ma da differenti 
rapporti tra la rigidezza dei telai e quella delle pareti non è uguale: que-
sto è certamente maggiore per l’edificio con pareti più rigide, poiché la 
disposizione dei telai è simmetrica. 

Per ciascun edificio è stata determinata la posizione dell’asse di tor-
sione ottimale, utilizzando le relazioni analitiche ricavate nel capitolo 2, 
e quindi l’eccentricità strutturale es, intesa come la distanza tra tale as-
se e quello dei centri di massa. Di seguito si mostra che il parametro 
appena definito costituisce una migliore misura dell’irregolarità strut-
turale. 

I valori di es ottenuti, che sono indipendenti dal rapporto tra le fre-
quenze laterale e torsionale disaccoppiate Ωθ dei due sistemi componen-
ti, sono riportati nella Tabella 5.1 in funzione di We  e di Fρ . Leggendo 
la tabella per colonne si nota che, a parità di Fρ , es cresce linearmente 
con We . Scorrendo la tabella per righe appare evidente che, stabilita la 
posizione delle pareti, il grado di irregolarità in pianta della struttura 
cresce all’aumentare della loro rigidezza. Utilizzando l’eccentricità es si 
possono ordinare gli edifici in funzione del loro grado di irregolarità pla-
nimetrica: i sistemi meno eccentrici (es = 0.01 L) sono quelli dotati di te-
lai rigidi %75=ρF  e piccola eccentricità delle pareti LeW 05.0=  mentre 
i valori maggiori di es si riscontrano per i sistemi con LeW 15.0=  e 

%25=ρF  (es = 0.10 L). 

Tabella 5.1. Eccentricità tra i centri di massa e l’asse di torsione ottimale. 

We  %75=ρF  %50=ρF  %25=ρF  

0.05 L 0.295 m 0.010 L 0.569 m 0.019 L 0.970 m 0.033 L 
0.10 L 0.581 m 0.020 L 1.139 m 0.038 L 1.944 m 0.066 L 
0.15 L 0.854 m 0.030 L 1.712 m 0.057 L 2.924 m 0.099 L 

Nel capitolo 2 si è mostrato che quando un edificio è regolarmente a-
simmetrico, poiché la sua risposta può essere ottenuta componendo 
quella del corrispondente sistema multipiano bilanciato e di quello mo-
nopiano accoppiato caratterizzato dagli stessi valori di Ωθ e di es, 
l’inviluppo degli spostamenti assoluti normalizzati un = uasim/ubil è ugua-
le a tutti i piani e coincide con quello del sistema monopiano asimmetri-
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co. Ciò indica che, in questi sistemi, gli effetti dell’accoppiamento latero-
torsionale si ripetono identici a tutti i piani. Ammettendo che un edificio 
può essere classificato come regolarmente asimmetrico se si riesce ad ot-
tenere la sua risposta mediante la predetta composizione, è possibile 
quantificare il grado di non regolarità in altezza di un sistema struttu-
rale osservando l’ampiezza della fascia in cui si distribuiscono le curve 
degli spostamenti normalizzati un relative ai diversi piani. 
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Figura 5.3. Spostamenti assoluti normalizzati di sistemi con ρF = 50% ed 

Ωθ = 0.6. 

La Figura 5.3 mostra il confronto tra gli spostamenti normalizzati di 
due sistemi, entrambi caratterizzati dai parametri Ωθ = 0.6 e ρF = 50%, i 
quali differiscono per l’eccentricità delle pareti We  pari rispettivamente 
a 0.05 L e 0.15 L. 

Si osserva che le curve in esame non sono mai coincidenti, 
s’intersecano tutte in corrispondenza di un punto prossimo all’asse di 
torsione ottimale e sono molto più sparse nel sistema con eccentricità 
elevata. In questo sistema gli spostamenti del lato flessibile crescono 
sensibilmente rispetto a quelli del sistema traslante (fino al 50%) ai 
piani bassi mentre rimangono praticamente invariati agli ultimi piani. 
Sul lato rigido, invece, gli spostamenti sono sempre maggiori che nel bi-
lanciato ma con incrementi più sensibili ai piani alti. Infine, in 
un’ampia zona dell’impalcato, lo spostamento normalizzato assume va-
lori superiori o inferiori all’unità a seconda del piano. Generalizzando 
quanto si è osservato si conclude che, a parità di altri parametri, il gra-

ew = 0.15 L 
eF ≈ 0.06 L 

ew = 0.05 L 
eF ≈ 0.02 L 
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do di non regolarità in altezza degli edifici studiati è tanto più elevato 
quanto maggiore è We . 
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Figura 5.4. Spostamenti assoluti normalizzati di sistemi con LeW 15.0= ; (a) 

Ωθ = 0.6, (b) Ωθ = 1.4. 

La Figura 5.4 mostra gli spostamenti normalizzati di sistemi con forte 
eccentricità delle pareti ( LeW 15.0= ) che differiscono per il rapporto tra 

ρF = 25% 

ρF = 50% 

ρF = 75% 

ρF = 25% 

ρF = 50% 

ρF = 75% 

(a) (b) 
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la rigidezza torsionale e quella traslazionale (Ωθ = 0.6 e 1.4) e per il con-
tributo fornito alla rigidezza traslazionale dell’edificio dai telai 
(ρF = 25%, 50% e 75%). 

Stabilito il valore di Ωθ, le curve relative ai diversi piani si concen-
trano in una fascia di minore ampiezza quando la rigidezza dei telai è 
modesta in rapporto a quella delle pareti (ρF = 25%). Negli altri casi 
considerati, invece, l’amplificazione degli spostamenti prodotta 
dall’accoppiamento latero-torsionale differisce sensibilmente tra un pia-
no ed un altro. Ciò è molto evidente nel sistema torsio-flessibile con 
ρF = 75%, dove gli impalcati ruotano prevalentemente in senso orario ai 
piani bassi ed antiorario a quelli alti. Che la risposta sismica di un si-
stema con telai molto deformabili (ρF = 25%) fosse prossima a quella di 
un sistema regolarmente asimmetrico era prevedibile; al limite si ottie-
ne un edificio regolarmente asimmetrico quando i telai sono talmente 
esili da poter trascurare il loro contributo alla rigidezza complessiva del-
la struttura. È interessante evidenziare, invece, che il livello di non re-
golarità in altezza degli edifici con pareti deformabili (ρF = 75%) sia ele-
vato e paragonabile a quello dei sistemi dove telai e pareti contribuisco-
no in eguale misura alla rigidezza traslazionale complessiva (ρF = 50%). 

Confrontando i diagrammi dei sistemi torsio-flessibili (Figura 5.4a) 
con quelli dei sistemi torsio-rigidi (Figura 5.4b) sembra che la risposta 
dei secondi sia molto più vicina, rispetto ai primi, a quella dei sistemi 
regolarmente asimmetrici, poiché le curve degli spostamenti normaliz-
zati si concentrano in una zona più ristretta quando Ωθ = 1.4. Tale con-
clusione, in realtà, non è corretta in quanto i risultati relativi ai due tipi 
di sistemi non sono direttamente confrontabili. 

Le curve di spostamento del generico diagramma di Figura 5.4 han-
no la medesima forma, molto simile a quella del sistema monopiano ca-
ratterizzato dagli stessi valori di es ed Ωθ, e sono ruotate rigidamente 
l’una rispetto all’altra attorno all’asse di torsione ottimale. Il ventaglio 
descritto dalle curve è delimitato da quelle relative al primo ed 
all’ultimo piano. L’angolo θ che si forma tra le tangenti a queste due 
curve nel punto in cui s’intersecano (Figura 5.5) misura l’ampiezza di 
tale ventaglio, tuttavia, secondo il parere di chi scrive non può essere 
assunto come misura del grado di non regolarità in altezza dell’edificio. 
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Tale parametro, infatti, non tiene conto della rigidezza torsionale del si-
stema. 
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Figura 5.5. Valutazione del grado di non regolarità in altezza; sistema multi-
piano con ρF = 25%, Ωθ = 0.6, ew = 0.15 L (es = 0.099 L). 

Allo scopo di ottenere informazioni più realistiche sul fenomeno in que-
stione si considera un sistema monopiano avente il centro di rigidezza 
nella stessa posizione dell’asse di torsione ottimale e caratterizzato dallo 
stesso rapporto Ωθ del sistema multipiano. Quindi si determina la cop-
pia eΔ⋅1  che, applicata sull’impalcato di tale sistema, produce uno spo-
stamento normalizzato del lato rigido pari allo scarto tra gli spostamen-
ti normalizzati 1

,nru  e 6
,nru . 

Volendo determinare l’eccentricità aggiuntiva eΔ  si riportano gli 
spostamenti normalizzati del lato rigido provocati da una forza unitaria 
(la sua intensità non è rilevante) applicata in CR e dalla coppia eΔ⋅1 : 
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dalle quali si ricava lo spostamento normalizzato del lato rigido: 
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L’eccentricità Δe è proporzionale all’angolo θ e tiene conto della rigidez-
za torsionale del sistema, quindi può essere assunta come misura del 
grado di non regolarità in altezza dell’edificio. Nella Tabella 5.2 sono ri-
epilogati i valori di Δe per edifici con forte eccentricità delle pareti che 
differiscono per il valore di ρF ed Ωθ. È evidente che il parametro Ωθ con-
diziona il grado di non regolarità in altezza dell’edificio in misura mino-
re di quanto appare osservando i diagrammi di Figura 5.4. 

Tabella 5.2. Eccentricità aggiuntiva Δe. 

Ωθ %75=ρF  %50=ρF  %25=ρF  

0.6 0.889 m 0.664 m 0.230 m 
1.0 0.726 m 0.591 m 0.281 m 
1.4 0.808 m 0.647 m 0.283 m 

4. Risposta inelastica  

Tutti gli schemi non regolarmente asimmetrici sono stati progettati 
combinando l’effetto dei carichi verticali con le sollecitazioni sismiche, 
analogamente a quanto fatto con i sistemi regolarmente asimmetrici nel 
capitolo precedente. I carichi verticali sono stati assegnati in modo da 
conferire a ciascun telaio una sovraresistenza globale Osi uguale ad 1.5 
(Osi è stata calcolata utilizzando le forze associate al primo modo di vi-
brazione). Le sollecitazioni sismiche di progetto sono state determinate 
mediante la metodologia proposta. Successivamente si è valutata la ri-
sposta inelastica di ciascun edificio a 30 accelerogrammi artificiali agen-
ti lungo la direzione Y. I risultati di tali analisi sono stati utilizzati per 
determinare i parametri medi di duttilità d , cd  e bd  che descrivono il 
comportamento sismico delle strutture. 
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Figura 5.6. Richiesta di duttilità normalizzata dei pilastri di sistemi progettati 
con la procedura proposta; (a) piccola eccentricità delle pareti ( LeW 05.0= ), (b) 

forte eccentricità delle pareti ( LeW 15.0= ). 

La Figura 5.6 mostra la distribuzione in pianta della richiesta di duttili-
tà normalizzata delle sezioni alla base dei pilastri del primo ordine di 
sistemi non regolarmente asimmetrici. Ciascun diagramma contiene le 
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curve relative a sistemi caratterizzati dagli stessi valori del rapporto Ωθ 
e dell’eccentricità delle pareti ma differenti per il contributo percentuale 
ρF fornito dai telai alla rigidezza complessiva del sistema. 

È evidente che l’andamento della richiesta di duttilità delle colonne 
cd  è in sostanza indipendente dal parametro ρF; ciò a dispetto del diver-

so grado d’irregolarità in pianta che caratterizza edifici aventi un diver-
so rapporto tra la rigidezza dei telai e delle pareti. Più sensibile, invece, 
è l’influenza dell’eccentricità delle pareti We  e del rapporto Ωθ. In tutti i 
casi esaminati, il criterio utilizzato per assegnare la resistenza riesce a 
limitare la richiesta di duttilità delle colonne a valori non superiori a 
quelli riscontrati nei corrispondenti sistemi traslanti; questa, inoltre, si 
distribuisce in maniera pressoché uniforme tra i telai disposti lungo la 
retta d’azione del sisma. È interessante osservare la somiglianza tra 
questi diagrammi e quelli che si riferiscono agli schemi regolarmente a-
simmetrici del capitolo precedente. Infatti, la resistenza normalizzata 
delle sezioni alla base dei pilastri, simile agli spostamenti assoluti del 
primo impalcato, tranne che in qualche raro caso presenta lo stesso an-
damento che in uno schema regolarmente asimmetrico. 

L’unico sistema in cui la richiesta di duttilità cd  supera appena il 
valore unitario è quello torsio-flessibile con piccola eccentricità e 
ρF = 25%. Ciò accade nei telai del lato flessibile dove, così come in un e-
dificio regolarmente asimmetrico caratterizzato dagli stessi valori di Ωθ 
ed es, le rotazioni d’impalcato riducono la resistenza e l’introduzione del 
secondo schema di carico (analisi modale traslazionale) sottostima la ri-
sposta inelastica. Tale fenomeno non si verifica per gli altri valori di ρF e 
così cd  si attesta ovunque su valori inferiori ad uno. 

I tutti gli altri casi cd  si mantiene al di sotto dell’unità raggiungen-
do i valori minori nei telai di estremità. I bassi valori di cd  riscontrati in 
questi telai si spiegano negli edifici torsio-flessibili a forte eccentricità 
ed in quelli con Ωθ = 1.0 ammettendo che, anche nei sistemi non rego-
larmente asimmetrici, l’escursione del sistema in campo plastico riduce 
il contributo della componente torsionale della risposta; per questa ra-
gione la resistenza necessaria per garantire alle colonne poste alla base 
dei telai di estremità un comportamento elastico in presenza di eventi 
sismici di lieve entità è superiore a quella che occorrerebbe per ottenere, 
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negli stessi elementi, una richiesta di duttilità normalizzata unitaria. Il 
fenomeno descritto spiega anche i bassi valori di cd  riscontrati sul lato 
flessibile negli schemi torsio-rigidi; invece sul lato rigido cd  assume va-
lori inferiori all’unità poiché l’analisi modale traslazionale sovrastima 
leggermente la risposta inelastica di questi elementi. 
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Figura 5.7. Richiesta di duttilità globale normalizzata di sistemi progettati con 
la procedura proposta; (a) piccola eccentricità delle pareti ( LeW 05.0= ), (b) for-

te eccentricità delle pareti ( LeW 15.0= ). 
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La richiesta di duttilità globale d  (Figura 5.7), che appare influenzata 
sia dal comportamento delle colonne sia da quello delle travi, assume 
valori sempre prossimi ad uno e solo localmente supera tale valore. Le 
escursioni al di sopra del valore unitario, che si verificano sempre nei 
telai del lato flessibile, sono comunque molto modeste (mai superiori al 
5%). 

0.0

1.0

-L /2  L /2 0

6° piano

1° piano

  

b  
d  

 
0.0

1.0

-L /2    L /20

6° piano

2° piano

  

b  
d  

 

0.0

1.0

-L /2  L /2 0

6° piano

1° piano

  

b  
d  

 
0.0

1.0

-L /2    L /20

6° piano

1° piano

  

b  
d  

 

0.0

1.0

-L /2  L /2 0

6° piano

1° piano

  

b  
d  

 
0.0

1.0

-L /2    L /20

1° piano

6° piano

  

b  
d  

 
Figura 5.8. Richiesta di duttilità normalizzata delle travi di sistemi con forte 
eccentricità delle pareti ( LeW 15.0= ) progettati con la procedura proposta. 
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Le prestazioni sismiche delle travi dei sistemi irregolari progettati con 
la metodologia proposta sono indubbiamente meno soddisfacenti di quel-
le dei pilastri. Infatti, la resistenza assegnata a questi elementi non è 
sufficiente a limitarne la richiesta di duttilità ai valori riscontrati nei 
corrispondenti sistemi traslanti. La Figura 5.8 mostra la distribuzione 
in pianta di bd  per i diversi piani di edifici con forte eccentricità delle 
pareti caratterizzati dai valori di Ωθ esaminati (0.6, 1.0 ed 1.4) e da 
ρF = 25% e 50%. I diagrammi relativi agli altri edifici analizzati nel pre-
sente studio sono riportati solo nell’appendice C poiché le conclusioni 
che da essi si possono trarre sono analoghe a quelle illustrate di seguito. 

La richiesta di duttilità normalizzata bd  si mantiene sempre al di 
sotto del valore unitario, pressoché uguale a tutti i piani, nelle travi dei 
telai posti sul lato rigido dell’edificio; una modesta escursione al di sopra 
di tale valore si riscontra solo nel sistema con Ωθ =1.0 e ρF = 25%. Nelle 
travi del lato flessibile, dove le rotazioni degli impalcati comportano in-
crementi di resistenza, si riscontrano richieste di duttilità maggiori di 
quelle del corrispondente sistema traslante in tutti gli edifici analizzati. 
Ciò è dovuto, anche in questo caso, alla presenza della sovraresistenza 
nelle sezioni che limita gli incrementi di resistenza (vedi capitolo 4). Le 
escursioni di bd  al di sopra del valore unitario arrivano a punte del 25% 
nei sistemi torsio-flessibili mentre nei rimanenti casi sono meno rile-
vanti (non superiori al 10%). 
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Figura 5.9. Spostamenti elastici ed inelastici del sistema con LeW 15.0= , 

ρF = 50% e Ωθ = 1.0. 
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L’aumento di richiesta di duttilità nelle travi non è causato esclusiva-
mente dalla sovraresistenza ma, almeno nei sistemi torsio-flessibili, an-
che dalla non regolarità in altezza dell’edificio. Osservando le curve di 

bd  relative al sistema con LeW 15.0= , Ωθ = 0.6 e ρF = 25% (Figura 5.8) si 
nota che nelle travi dei piani bassi, dove la resistenza flessionale delle 
travi cresce al pari degli spostamenti elastici (Figura 5.9), la richiesta di 
duttilità assume valori superiori all’unità per via della presenza della 
sovraresistenza. Nei livelli superiori bd  si mantiene su valori inferiori 
ad uno tranne che per i telai più estremi: in questi elementi, infatti, il 
livello di resistenza determinato dall’analisi modale traslazionale non è 
sufficiente poiché gli spostamenti inelastici, e quindi anche le rotazioni 
plastiche, crescono rispetto al caso di semplice traslazione (Figura 5.9). 

Nonostante i limiti evidenziati la procedura proposta consente sem-
pre di ottenere prestazioni sismiche significativamente superiori a quel-
le di sistemi progettati mediante l’applicazione pura e semplice 
dell’analisi statica (eseguita, secondo le prescrizioni dell’EC8, applican-
do forze orizzontali proporzionali al primo modo di vibrazione del siste-
ma traslazionale) o dell’analisi modale. Ciò è emerge chiaramente dalle 
figure che seguono dove si riporta il confronto tra le richieste di duttilità 
di due sistemi con ρF = 50%, LeW 15.0=  e dotati rispettivamente di bassa 
e forte rigidezza torsionale. 

Nel sistema torsio-flessibile progettato con l’analisi statica la richie-
sta di duttilità delle sezioni al piede delle colonne del primo ordine 
(Figura 5.10) raggiunge valori estremamente elevati nei telai del lato 
rigido (fino a 6 volte il valore del bilanciato), mentre è eccessivamente 
piccola in quelli del lato flessibile. Al contrario, l’analisi modale consen-
te di ottenere richieste di duttilità cd  ovunque prossime ad uno, senza 
introdurre specifiche correzioni. A prescindere che la resistenza si asse-
gni utilizzando l’analisi statica o modale, l’edificio torsionalmente rigido 
subisce richieste di duttilità dei pilastri sensibilmente superiori a quelle 
del corrispondente sistema traslante nei telai posti sul lato rigido. Il 
massimo incremento è circa del 35% e si verifica nel telaio di estremità 
del sistema progettato con l’analisi modale. L’introduzione della seconda 
analisi modale traslazionale migliora le prestazioni sismiche di entram-



Cap. 5 − Risposta sismica di edifici non regolarmente asimmetrici  189 

bi gli edifici, determinando una distribuzione in pianta della richiesta di 
duttilità uniforme ed ovunque non superiore a quella del bilanciato. 
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Figura 5.10. Confronto tra metodi di progetto; richiesta di duttilità dei pilastri 

di sistemi con ρF = 50% ed ew = 0.15 L (es = 0.06 L). 
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Figura 5.11. Confronto tra metodi di progetto; inviluppo della richiesta di dutti-

lità delle travi del sistema con Ωθ = 0.6, ρF = 50% ed ew = 0.15 L. 
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Le curve della richiesta di duttilità normalizzata delle travi relative a 
ciascun edificio sono state inviluppate (curve di spessore maggiore in 
Figura 5.11 ed in Figura 5.12). Quindi le curve così ottenute sono state 
accostate su di un unico diagramma. Ciò rende più agevole il confronto 
tra le prestazioni sismiche dei sistemi progettate con le tre metodologie 
progettuali in termini di richiesta di duttilità delle travi. 

0.0

1.0

-L /2  L /2 0

  

b  
d  

Analisi statica

inviluppo

 
0.0

1.0

-L /2    L /20

  

b  
d  

Analisi modale

inviluppo

 

0.0

1.0

-L /2  L /2 0

  

b  
d  

Metodo semplificato

inviluppo

 
0.0

1.0

-L /2    L /20

  

b  
d  

Metodo proposto

Analisi modaleAnalisi statica

 
Figura 5.12. Confronto tra metodi di progetto; inviluppo della richiesta di dutti-

lità delle travi del sistema con Ωθ = 1.4, ρF = 50% ed ew = 0.15 L. 

Il massimo valore della richiesta di duttilità normalizzata del sistema 
torsionalmente flessibile si raggiunge o sul lato flessibile o su quello ri-
gido a seconda che la resistenza sia assegnata con l’analisi modale o sta-
tica (Figura 5.11). I entrambi i casi tale valore è superiore all’unità: 
l’incremento rispetto al corrispondente sistema traslante è del 30% con 
l’analisi modale e superiore al 100% con l’analisi statica. L’introduzione 
dell’analisi modale traslazionale non riesce ad eliminare gli incrementi 
della richiesta di duttilità ma li riduce al 20%. Ad analoghe conclusioni 
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si arriva esaminando i diagrammi relativi al sistema torsio-rigido 
(Figura 5.12); anche tale edificio, infatti, trae beneficio dall’applicazione 
della procedura proposta che riduce bd  dal valore 1.2 (progettazione 
mediante analisi modale o statica) al valore 1.1. 



 

 



 

Conclusioni 

È stato dimostrato analiticamente che è lecito valutare la risposta di un 
edificio mediante la scomposizione descritta da Hejal e Chopra ogni 
qualvolta l’edificio può essere suddiviso in più sottosistemi strutturali 
regolarmente asimmetrici caratterizzati dalla stessa eccentricità strut-
turale es e dallo stesso rapporto Ωθ tra le frequenze torsionali e trasla-
zionali disaccoppiate. Tale dimostrazione ha consentito di ampliare la 
classe degli edifici regolarmente asimmetrici includendo in essa anche 
sistemi strutturali in cui coesistono elementi resistenti con matrici di 
rigidezza tra loro non proporzionali (ad esempio sistemi con telai e pare-
ti che soddisfano le anzidette condizioni), da sempre considerati non re-
golarmente asimmetrici. 

Le considerazioni sulle proprietà dei diversi tipi di centri di riferi-
mento reperibili in letteratura hanno consentito di individuare nell’asse 
di torsione ottimale un utile riferimento per la determinazione dell’ec-
centricità strutturale equivalente e quindi del grado di irregolarità pla-
nimetrica degli edifici multipiano. L’analisi della risposta elastica degli 
edifici con pareti descritti nel Capitolo 5, tra i quali almeno alcuni pre-
sentano una forte non regolarità in altezza, mostra che tale riferimento 
appare valido anche per questi sistemi.  

Affrontando per via analitica il problema della determinazione del-
l’asse di torsione ottimale sono state ricavate le relazioni analitiche che 
individuano la sua posizione. Makarios ed Anastassiadis, che ne hanno 
dato la definizione, proponevano invece di determinarlo mediante un 
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metodo approssimato basato sui risultati delle indagini parametriche da 
essi condotte. La trattazione teorica del problema, inoltre, ha suggerito 
di classificare gli edifici in funzione del loro grado di regolarità in altez-
za attraverso il rapporto ρθ tra la somma dei quadrati delle rotazioni 
d’impalcato che si registrano quando le forze sono applicate in corri-
spondenza dell’asse di torsione ottimale (valore minimo) e quelle che si 
registrano quando le stesse forse agiscono con un’eccentricità opportu-
namente scelta Δe rispetto ad esso. Quanto più tale rapporto, che può 
assumere solo valori compresi tra zero ed uno, è prossimo a zero tanto 
più il sistema potrà essere assimilato ad uno regolarmente asimmetrico. 
Tale criterio appare di semplice applicazione e più efficace di quello, 
suggerito da molte normative, di verificare che i centri di rigidezza siano 
approssimativamente allineati lungo un’asse verticale. Infatti, anche 
quando la risposta del sistema è analoga a quella di un sistema rego-
larmente asimmetrico i suoi centri di rigidezza possono essere distribui-
ti in maniera molto irregolare. 

Il confronto tra le sollecitazioni di progetto e la resistenza effetti-
vamente conferita alle membrature di un telaio piano, progettato secon-
do le indicazioni dell’Eurocodice 8 (carichi verticali incrementati in as-
senza di forze orizzontali, carichi verticali ridotti in concomitanza di for-
ze orizzontali), evidenzia la presenza di sovraresistenza nelle sezioni. Le 
ragioni che in un caso reale determinano tale fenomeno sono molteplici, 
tuttavia l’aliquota di sovraresistenza più rilevante è quella che scaturi-
sce dall’uso più condizioni di carico per il proporzionamento della strut-
tura. È importante osservare, inoltre, che la sovraresistenza non si di-
stribuisce uniformemente all’interno del telaio: nell’esempio analizzato 
questa è praticamente assente nelle sezioni dei pilastri mentre è molto 
rilevante in quelle delle travi all’ultimo piano. Definita la sovraresisten-
za globale Os del telaio come il rapporto tra il taglio limite ed il taglio di 
progetto alla base del telaio, si è mostrato che, in uno schema tridimen-
sionale costituito da telai piani dotati di rigidezza diversa, ciascun telaio 
possiede una differente sovraresistenza. Infatti, l’entità di Os dipende 
dal rapporto tra i carichi verticali che gravano sul telaio e l’aliquota di 
forze sismiche da esso assorbite, generalmente diverso da telaio a telaio. 
La conoscenza della sovraresistenza delle sezioni e della sua variabilità 
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in pianta ed in altezza è indispensabile, poiché queste condizionano in 
maniera significativa la risposta inelastica dei sistemi multipiano pla-
nimetricamente irregolari e determinano fenomeni, non riscontrati negli 
studi con schemi monopiano, che altrimenti non potrebbero essere spie-
gati. 

I risultati delle analisi numeriche svolte su sistemi progettati con 
analisi modale o statica, in assenza di eccentricità di progetto, mostrano 
che la richiesta di duttilità dei pilastri negli schemi asimmetrici torsio-
flessibili (Ωθ = 0.6) progettati mediante analisi modale è abbastanza 
prossima a quella riscontrata dei corrispondenti sistemi traslanti. Al 
contrario le strutture progettate per mezzo dell’analisi statica denun-
ciano forti richieste di duttilità nei telai del lato rigido. Spesso il massi-
mo valore non si raggiunge nei pilastri del telaio di estremità: in questo 
caso, infatti, il diagramma degli spostamenti di progetto è intrecciato, 
pertanto la resistenza delle sezioni di un telaio prossimo al punto di nul-
lo è veramente piccola perché le sollecitazioni di progetto dovute alle 
forze orizzontali sono minime. 

Nel caso di sistemi asimmetrici torsio-rigidi (Ωθ = 1.4), la richiesta 
di duttilità è influenzata in maniera modesta dal metodo di analisi ed è 
sempre prossima a quella del corrispondente sistema torsionalmente bi-
lanciato. Bisogna precisare, però, che il comportamento delle strutture 
progettate per mezzo dell’analisi modale è leggermente peggiore di quel-
lo dei sistemi progettati con analisi statica a causa delle maggiori ri-
chieste di duttilità evidenziate dai telai del lato rigido. 

Considerazioni intermedie possono essere fatte per strutture aventi 
Ωθ = 1.0. Quando l’eccentricità strutturale è piccola entrambi i metodi di 
analisi comportano lo stesso valore massimo della richiesta di duttilità 
(tale valore si raggiunge nei telai centrali o in quelli del lato rigido della 
struttura, a seconda che sia stata usata l’analisi modale o quella stati-
ca). Quando l’eccentricità cresce la risposta in termini di duttilità mas-
sima rimane praticamente inalterata se si effettua la progettazione con 
l’analisi modale, mentre diventa eccessivamente elevata nei telai del la-
to rigido dei sistemi progettati con analisi statica. 

In tutti gli schemi esaminati, l’uso dell’analisi modale, con le appro-
priate correzioni (seconda analisi modale con l’eccentricità correttiva di 
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progetto indicata da Ghersi e Rossi o analisi modale traslazionale se-
condo la procedura proposta), consente di ridurre la richiesta di duttilità 
dei pilastri a valori non superiori a quelli delle corrispondenti strutture 
torsionalmente bilanciate. È interessante osservare che il metodo pro-
posto, nonostante la sua semplicità di applicazione, consente di ottenere 
prestazioni sismiche analoghe a quelle dei sistemi progettati con la pro-
cedura di Ghersi e Rossi, efficace ma di più difficile applicazione. I risul-
tati ottenuti, inoltre, appaiono significativi in quanto dimostrano che 
l’analisi modale consente di ottenere un comportamento sismico adegua-
to anche con sistemi torsio-flessibili, da molti ritenuti particolarmente 
vulnerabili alle azioni sismiche. Tale convinzione derivava dagli studi 
condotti su sistemi progettati mediante metodologie basate sull’analisi 
statica, strumento che appare inadeguato per il progetto dei sistemi tor-
sionalmente flessibili, almeno quando viene utilizzato con le eccentricità 
di progetto fornite dai metodi di normativa o presenti in letteratura. La 
determinazione di eccentricità di progetto adeguate appare teoricamen-
te possibile ma al tempo stesso difficoltosa. A conferma di ciò le analisi 
effettuate mostrano che l’approccio statico proposto da Duan e Chandler 
comporta forti richieste di duttilità sul lato rigido del sistema torsio-
flessibile con es = 0.05 L, mentre è eccessivamente conservativo quando 
es = 0.15 L. Per i sistemi con Ωθ ≥ 1.0, invece, tale metodo è equivalente 
a quelli basati sull’analisi modale se l’eccentricità è piccola, mentre ap-
pare più conservativo per gli elementi del lato flessibile in presenza di 
eccentricità elevate. 

Le considerazioni esposte sulla richiesta di duttilità delle colonne 
non possono essere estese a quella delle travi bd . In questi elementi, 
anche quando si assegna la resistenza utilizzando le procedure di pro-
getto basate sull’analisi modale, si riesce a ridurre la richiesta di duttili-
tà normalizzata bd  ma non a riportarla fino a valori inferiori all’unità. 
Il raggiungimento di valori superiori ad uno del parametro bd  in alcune 
zone della struttura è una diretta conseguenza della sovraresistenza 
presente nelle sezioni. Questa, che è consistente soprattutto nelle travi 
dei piani più alti, limita gli incrementi di resistenza là dove le sollecita-
zioni sismiche di progetto crescono rispetto a quelle del corrispondente 
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sistema bilanciato, riducendo l’efficacia di tutte le metodologie analizza-
te. 

La procedura proposta, infine, è stata applicata anche ad edifici non 
regolarmente asimmetrici ottenuti inserendo, all’interno di una struttu-
ra intelaiata simmetrica, delle pareti in posizione eccentrica. In tutti i 
sistemi esaminati, il criterio utilizzato per assegnare la resistenza riesce 
a limitare la richiesta di duttilità delle colonne a valori non superiori a 
quelli riscontrati nei corrispondenti sistemi traslanti; questa, inoltre, si 
distribuisce in maniera pressoché uniforme tra i telai disposti lungo la 
retta d’azione del sisma. La richiesta di duttilità delle travi, anche in 
questi sistemi, raggiunge localmente valori superiori a quelli riscontrati 
nei corrispondenti sistemi traslanti. Tale fenomeno va’ imputato in par-
te alla sovraresistenza ma, almeno nei sistemi torsio-flessibili, anche al-
la non regolarità in altezza dell’edificio. Tuttavia va’ sottolineato che, 
nonostante tali limiti, la procedura proposta consente sempre di ottene-
re prestazioni sismiche significativamente superiori a quelle di sistemi 
progettati mediante l’applicazione pura e semplice dell’analisi statica o 
dell’analisi modale. 
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Figura A.1. Spostamenti inelastici normalizzati dei sistemi progettati con ana-

lisi statica, carichi verticali proporzionali alla luce delle campate; 
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura A.2. Spostamenti inelastici normalizzati dei sistemi progettati con ana-

lisi modale, carichi verticali proporzionali alla luce delle campate;  
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura A.3. Spostamenti inelastici normalizzati dei sistemi progettati con ana-

lisi statica, carichi verticali proporzionali alla rigidezza dei telai; 
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura A.4. Spostamenti inelastici normalizzati dei sistemi progettati con ana-

lisi modale, carichi verticali proporzionali alla rigidezza dei telai; 
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura A.5. Richiesta di duttilità normalizzata, carichi verticali proporzionali 

alla luce delle campate; (a) globale, (b) nei pilastri del primo ordine. 
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Figura A.6. Richiesta di duttilità normalizzata, carichi verticali proporzionali 

alla luce delle campate; (a) globale, (b) nei pilastri del primo ordine. 
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Figura A.7. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi di sistemi progettati 

con analisi statica, carichi verticali proporzionali alla luce delle campate; 
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura A.8. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi di sistemi progettati 

con analisi modale, carichi verticali proporzionali alla luce delle campate; 
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura A.9. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi di sistemi progettati 

con analisi statica, carichi verticali proporzionali alla rigidezza dei telai; 
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura A.10. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi di sistemi progettati 

con analisi modale, carichi verticali proporzionali alla rigidezza dei telai; 
(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.1. Spostamenti inelastici normalizzati dei sistemi progettati con la 

procedura proposta da Chandler e Duan; (a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.2. Spostamenti inelastici normalizzati dei sistemi progettati con la 

procedura proposta da Ghersi e Rossi; (a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.3. Spostamenti inelastici normalizzati dei sistemi progettati con la 

procedura proposta; (a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.4. Richiesta di duttilità globale normalizzata; 

(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.5. Richiesta di duttilità normalizzata nei pilastri del primo ordine; 

(a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.6. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi dei sistemi progettati 

con la procedura proposta da Chandler e Duan; (a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.7. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi dei sistemi progettati 

con la procedura proposta da Ghersi e Rossi; (a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura B.8. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi dei sistemi progettati 

con la procedura proposta; (a) es = 0.05 L, (b) es = 0.15 L. 
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Figura C.1. Spostamenti elastici normalizzati di sistemi con telai e pareti, rigi-

dezza dell’edificio prevalentemente affidata alle pareti ( %25=ρF ); 
(a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.2. Spostamenti elastici normalizzati di sistemi con telai e pareti, u-

guale contributo di telai e pareti alla rigidezza dell’edificio ( %50=ρF ); 
(a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.3. Spostamenti elastici normalizzati di sistemi con telai e pareti, rigi-

dezza dell’edificio prevalentemente affidata ai telai ( %75=ρF ); 
(a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.4. Spostamenti inelastici normalizzati di sistemi con telai e pareti 

progettati con il metodo proposto, rigidezza dell’edificio prevalentemente affi-
data alle pareti ( %25=ρF ); (a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.5. Spostamenti inelastici normalizzati di sistemi con telai e pareti 

progettati con il metodo proposto, uguale contributo di telai e pareti alla rigi-
dezza dell’edificio; (a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.6. Spostamenti inelastici normalizzati di sistemi con telai e pareti 

progettati con il metodo proposto, rigidezza dell’edificio prevalentemente affi-
data ai telai ( %75=ρF ); (a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.7. Richiesta di duttilità globale normalizzata di sistemi con telai e pa-

reti progettati con il metodo proposto; (a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.8. Richiesta di duttilità normalizzata nei pilastri del primo ordine di 

sistemi con telai e pareti progettati con il metodo proposto; 
(a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.9. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi di sistemi con telai e 
pareti progettati con il metodo proposto, rigidezza dell’edificio prevalentemente 

affidata alle pareti ( %25=ρF ); (a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.10. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi di sistemi con telai 
e pareti progettati con il metodo proposto, uguale contributo di telai e pareti 

alla rigidezza dell’edificio ( %50=ρF ); (a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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Figura C.11. Richiesta di duttilità normalizzata nelle travi di sistemi con telai 

e pareti progettati con il metodo proposto, rigidezza dell’edificio prevalente-
mente affidata ai telai ( %75=ρF ); (a) We  = 0.05 L, (b) We  = 0.15 L. 
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