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PREMESSA

Appena una decina di anni fa il computer era uno strumento riservato
a pochi, disponibile solo in ambienti universitari, grosse industrie e qualche
raro studio professionale. L’evoluzione tecnica lo ha in breve trasformato in
uno strumento di massa, rendendolo un componente essenziale ed inelimina-
bile della progettazione strutturale. I programmi disponibili in tale campo,
inizialmente limitati alla risoluzione di schemi relativamente semplici, con
dati geometrici e di carico totalmente definiti dall’'utente, sono notevol-
mente cresciuti in complessitd e completezza. 1 compiti e I’atteggiamento
dell’ingegnere civile vanno quindi man mano cambiando. Scomparsa la fa-
tica bruta del calcolo manuale, ¢ aumentata I’importanza della sua prepa-
razione teorica, indispensabile per valutare consapevolmente le ipotesi e le
scelte del programmatore. Sempre fondamentale rimane 1’esperienza prati-
ca, necessaria per prevedere I’ordine di grandezza dei risultati ed effettuare
un riscontro con i valori forniti dall’elaboratore. Forse meno essenziale, ma
ugualmente importante, & anche la padronanza delle tecniche di program-
mazione, che consente di giudicare con pilt maturita i programmi fatti dagli
altri, adattarli alle proprie esigenze o crearne di specifici per le necessita
individuali.

A questa rapida evoluzione tecnica corrisponde una lenta trasformazione
dell’insegnamento universitario. Il seminario “Il personal computer nel cal-
colo di edifici”, da me tenuto a partire dal 1983/84, organizzato nell’ambito
dei corsi di Complementi di Tecnica delle Costruzioni della Facolta di In-
gegneria di Napoli, vuole essere un piccolo contributo in questa direzione.
I suoi contenuti sono andati via via crescendo e precisandosi, anche se
’assetto raggiunto non pud ancora essere considerato definitivo. Attual-
mente esso & diviso in tre parti. La prima, “introduzione all’uso del personal
computer”, vuol fornire agli studenti informazioni generali sugli elaborato-
ri elettronici e su alcuni programmi di base (in particolare programmi per
elaborazione di testi e di disegni), con I’obiettivo di metterli in grado di
utilizzare il computer con maturitd e consapevolezza dei suoi limiti. La
seconda parte, “introduzione alla programmazione”, ha lo scopo di fornire



1 concetti necessari per lo sviluppo di programmi nel campo dell’ingegneria
civile. Nella terza, infine, sono stati trattati nel corso degli anni svariati

argomenti, come il progetto e la verifica di sezioni in c.a. presso e ten-

soinflesse, il calcolo di travi continue e travi di fondazione, la risoluzione
matriciale di insiemi di aste, la risoluzione iterativa di schemi intelaiati
piani e spaziali a maglie rettangolari.

Ho ritenuto che il trasporre gli argomenti delle lezioni in un insieme di
testi dedicati alle applicazione del personal computer nel calcolo strutturale
potesse risultare utile agli allievi che seguono il seminario ed anche, pin
in generale, a studenti ed ingegneri che indipendentemente dall’universita
sentono la necessita di affrontare queste problematiche. Al primo volume,
“Introduzione alla programmazione” , segue ora questo testo, realizzato con
la valida collaborazione di Raffacle Coraggio, ex allievo del corso ed ora
brillante ingegnere.

Il testo si pone sostanzialmente tre obiettivi. Innanzitutto, esso vuole
costituire una introduzione generale alla metodologia matriciale di analisi
delle strutture ed alla applicazione di essa ai casi particolari dei telai piani
di forma generica e degli insiemni spaziali di detti telai, mutuamente collegati
da impalcati rigidi. In secondo luogo, vuole mostrare in che modo la teoria
viene tradotta in programmi per personal computer, per abituare il lettore
ad una metodologia, di analisi e di programmazione, che potra essergli utile
per far fronte autonomamente a situazioni diverse da quelle trattate. Infine,
vuole fornire una biblioteca di procedure generali e di programmi applicativi
in linguaggio BASIC, che consente di analizzare, oltre che edifici regolari,
anche quelli che presentino particolarita geometriche quali travi a ginocchio,
piani sfalsati, impalcati non continui, piano di posa non orizzontale.

Il volume ¢ stato suddiviso in tre parti. La prima contiene tutto Pappa-
rato teorico dell’argomento. Dopo aver presentato brevemente i problemi
connessi alla modellazione geometrica di una struttura, alle metodologie
di analisi ed alla notazione matriciale, si prende innanzitutto in esame il
comportamento di una singola asta nel piano, definendo le componenti di
movimento e le azioni di estremita ed esprimendone il legame reciproco me-
diante la matrice di rigidezza. Per fornire al lettore un’ampia panoramica
di situazioni diverse vengono discussi numerosi casi particolari (aste con
tratti rigidi di estremita, aste su suolo alla Winkler, ecc.) che possono
essere anche tralasciati in una prima lettura del testo. Si prende successi-
vamente in esame I’insieme piano di aste, evidenziando il contributo fornito
dalla singola asta alla matrice di rigidezza globale della struttura e perve-
nendo cosi all’espressione matriciale della condizione di equilibrio e quindi
alla soluzione del problema statico. Si introduce infine la definizione di



sottostruttura, mostrando come condensare la matrice di rigidezza globale
per ottenere le relazioni tra un insieme ridotto di azioni e componenti di
movimento. Si ricava in tal modo la matrice di rigidezza traslante di un
telaio piano e la si utilizza per I’analisi di un insieme spaziale di telai.

La seconda parte mostra come tradurre la trattazione teorica in un
insieme di programmi. Vengono fatti ampi richiami all’impostazione gene-
rale di programmazione strutturata ed al linguaggio utilizzato (Quick Ba-
sic), nonché ai problemi numerici connessi alle operazioni matriciali ed alla
risoluzione di sistemi di equazioni lineari. Le procedure presentate costitui-
scono un’ampia biblioteca matematica che pud essere utilizzata per tutti i
problemi che coinvolgono operazioni matriciali o sistemi di equazioni, anche
indipendentemente dall’ambito strutturale. Si passa quindi all’applicazione
diretta della teoria, fornendo procedure relative a tutti i tipi di asta con-
siderati ed utilizzandone una parte nella realizzazione di un programma
per la risoluzione di un insieme piano di aste (telaio generico o travatura
reticolare). Le fasi di ingresso dati e stampa risultati vengono poi partico-
larizzate per una tipologia descrivibile in maniera pilt sintetica, il telaio a
maglie rettangolari o trapezie con trave di fondazione. Si presenta infine
un programma per la risoluzione di un insieme spaziale di telai piani, che
costituisce uno strumento molto potente per 1’analisi di schemi anche com-
plessi, come edifici con piani sfalsati, piano di posa non orizzontale, travi a
ginocchio.

La terza parte mostra in dettaglio I’utilizzazione del programma per il
calcolo di un edificio reale, con I'obiettivo di chiarirne 1’uso anche al lettore
non interessato alla programmazione. Si & preso in esame un complesso di
edifici per 54 appartamenti da realizzare nel comune di Giugliano, il cut
progetto & stato commissionato dall’impresa Bengoa agli architetti Fabio
Ghersi e Rita De Simone. La caratteristica pit interessante dal punto di
vista strutturale & costituita dalla presenza di impalcati sfalsati, situazione
in genere non molto ben vista dagli strutturisti, un po’ per le incertezze sul
comportamento dinamico ma soprattutto per la difficolta di trovare uno
strumento di calcolo adeguato. Il progetto comprendeva solo un dimen-
sionamento di massima della struttura; il calcolo dettagliato & stato quindi
effettuato da noi, espressamente per questo libro. Nell’esposizione si ¢ vo-
luto evidenziare anche I’impostazione della relazione di calcolo, che segue i
criteri utilizzati da me e da numerosi altri progettisti. Essa & costituita da
una relazione generale che illustra i principi seguiti e da una serie di elabo-
rati numerici che contengono il dettaglio dei calcoli svolti. Di questi ultimi é
stata riportata solo una brevissima sintesi, che mette in luce esclusivamente
i problemi connessi all’utilizzazione del programma ed all’esame dei risul-



tati da esso forniti; una trattazione pit approfondita delle problematiche
connesse alla progettazione di fabbricati in zona sismica & contenuta nel
mio libro “Edifici antisismici con struttura intelaiata in cemento armato”.

Nel concludere questo lavoro, desidero ringraziare le persone che mag-
giormente hanno contribuito a stimolarmi ed aiutarmi. Innanzitutto, il
prof. Michele Pagano, che mi ha proposto di tenere ai suoi studenti questo
seminario lasciandomi piena liberta nella scelta degli argomenti da trattare
e nell'impostazione da dare alle lezioni. In secondo luogo tutti i colleghi e
gli studenti con i quali ho avuto modo di discutere gli argomenti qui esposti,
ricevendo spesso utili suggerimenti. Sono grato in particolare a Carmelo
Roccasalva, che ha svolto una tesi di laurea sull’argomento, e ad Alfonso
Impellicceri che ha riletto con cura le bozze della prima parte. Quanto
sia stato grande il contributo di Raffaele Coraggio & mostrato dal fatto
che, dopo aver affrontato I’argomento nella sua tesi di laurea, & diventato
a pieno titolo coautore di questo libro. Un ringraziamento speciale va a
mio fratello Fabio, che ha messo a disposizione il progetto illustrato nella
terza parte, e al quale devo dare atto di essere uno dei pochi architetti con
cui uno strutturista pud andare d’accordo. L’ultimo pensiero infine per
mia moglie Lia che ha sopportato con pazienza I’assorbimento totale con
cui ho lavorato al libro e mi ha costantemente incoraggiato, aiutandomi a
superare ’inevitabile stanchezza.

Aurelio Gherst
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CAPITOLO PRIMO

INTRODUZIONE

1. L’analisi strutturale

Gli edifici, come in generale ogni altro oggetto dell’attenzione dell’inge-
gnere, sono organismi complessi che possono essere esaminati solo mediante
una opportuna schematizzazione degli elementi resistenti, cio¢ mediante
la definizione di un modello fisico-matematico, lo schema strutturale. Lo
studio di questo modello & detto analisi strutturale.

Nell’ambito dell’analisi strutturale si possono individuare due tipi di
problemi. Il primo & quello dello studio di un singolo elemento, ad esem-
pio una trave, una lastra, una volta. La meccanica del continuo analiz-
za tali tipologie mediante algoritmi matematici appartenenti all’analisi in-
finitesimale, come le equazioni differenziali. Il secondo ¢ quello dell’esame
di insiemi di elementi mutuamente collegati, per il quale si utilizzano in-
vece algoritmi matematici appartenenti all’algebra lineare, come i sistemi
di equazioni lineari.

Nel passato ha avuto grande sviluppo soprattutto lo studio del con-
tinuo. Il predominio di tale aspetto & testimoniato dal fatto che in alcuni
casi si preferiva analizzare strutture complesse, ad esempio le volte retico-
lari, facendo ricorso ad un continuo equivalente. Le difficolta numeriche
connesse alla risoluzione di sistemi di equazioni con molte incognite ren-
devano invece praticamente impossibile esaminare in maniera generale gli
insiemi di elementi. Fino a non molti anni fa vi & stato quindi un fiorire
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di procedimenti specifici per la risoluzione di particolari schemi strutturali
come la trave continua, il telaio piano a maglie rettangolari a nodi fissi
oppure a nodi spostabili, le travature reticolari.

La rapida diffusione dei calcolatori elettronici, che consentono di risol-

vere con facilitd ed immediatezza sistemi lineari con un numero anche ele-
vato di incognite, ha completamente ribaltato la situazione. Oggi & possibile
affrontare in maniera molto generale ’analisi di insiemi di elementi, ovvia-
mente partendo sempre dalla conoscenza del comportamento del singolo
componente. Tale capacita ¢ sfruttata spesso anche nell’esame di strutture
continue che presentino una complessita tale da rendere difficile uno stu-
dio rigoroso mediante ’analisi infinitesimale. Il metodo degli elements finiti
consiste infatti nel discretizzare tali strutture, cioé nello scomporle in un
insieme di elementi di dimensioni finite.

In tale ottica, si indichera nel seguito col termine struttura un insieme di
elementi deformabili collegati mutuamente in punti dello spazio detti nodi.
L’impostazione seguita & anzi meglio evidenziata ribaltando i termini di tale
enunciato e definendo struttura un insieme di nodi rigidi, liberi o vincolati,
collegati tra loro mediante elementi deformabili. I nodi sono usualmente
considerati puntiformi, cioé di dimensioni nulle. E pero possibile, e in alcuni
casi opportuno, considerare nodi di dimensioni finite; un tipico esempio si
ritrova negli edifici, quando gli assi di travi e pilastri non convergono in un
unico punto (fig.1.1).

|
|
—
|
|
l

Fig. 1.1 — Nodo di un telaio, con trave a spessore e trave
emergente e pilastri di differente sezione

Gli elementi deformabili possono essere in generale aste monodimensionali,
schematizzazione usata quando una dimensione & nettamente prevalente
sulle altre due, come nel caso delle travi di un edificio; oppure elementi bidi-

ey
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mensionali, come membrane o piastre; o, infine, elementi tridimensionali.
L’importante & che per ciascuno di essi si conosca, eventualmente con ipotesi
semplificative, la relazione tra stato tensionale e stato di deformazione, e
quindi tra azioni applicate nei punti di estremita e componenti di movi-
mento degli stessi. Nel caso di elementi monodimensionali, gli unici che
verranno utilizzati nel presente testo, la relazione & fornita dalla teoria di
De Saint-Venant. Nel caso di elementi bi o tri—-dimensionali & necessario
formulare delle ipotesi sul comportamento, ad esempio che lo stato tensio-
nale vari linearmente, oppure che vari in tale maniera lo stato deformativo,
e si avranno per essi in conseguenza modelli differenti.

2. Metodi di analisi

L’approccio piu generale all’analisi di una struttura consiste nel con-
siderarla scomposta nei singoli elementi, assumere come incognite le azioni
(forze e momenti) esercitate agli estremi di ciascuno di essi e le componenti
di movimento (spostamenti e rotazioni) di tali estremi, e scrivere quindi
il necessario numero di equazioni di equilibrio e congruenza. Questa via
presenta una complessita operativa elevata e non indispensabile. Si utiliz-
zano pertanto due procedimenti, analoghi e duali rispetto alle grandezze in
considerazione: il metodo delle forze e quello degli spostamenti.

Nel metodo delle forze (detto anche delle reazioni) si prende in esame
uno schema principale (in genere, ma non necessariamente, isostatico) ot-
tenuto effettuando sulla struttura delle sconnessioni e si assumono come
incognite le azioni trasmesse attraverso esse. Si opera quindi su un sistema
equilibrato, e si determina il valore delle incognite mediante la risoluzione
del sistema di equazioni di congruenza che impone il rispetto delle con-
nessioni eliminate, individuando in tal modo tra le infinite configurazioni
equilibrate ’unica che sia anche congruente. Lo stato tensionale e defor-
mativo dei singoli elementi & ottenuto come somma di quanto provocato
sullo schema principale dai carichi esterni e dalle azioni determinate in
corrispondenza delle sconnessioni.

Nel metodo degli spostaments (detto anche dei cedimenti o delle defor-
mazioni) si prende in esame uno schema principale ottenuto aggiungendo
vincoli che impediscono spostamenti e rotazioni dei nodi della struttura
(in genere, ma non necessariamente, tutti) e si assumono come incognite
le componenti di movimento impedite. Si opera quindi su un sistema con-
gruente, e si determina il valore delle incognite mediante la risoluzione del
sistema di equazioni che impone ’equilibrio in assenza dei vincoli aggiunti,
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cioé ’equilibrio tra i carichi nodali, le azioni sui nodi che insorgono nello
schema principale per effetto dei carichi applicati ai singoli elementi (azioni
di incastro perfetto) e le azioni sui nodi conseguenti alle componenti di
movimento incognite, individuando in tal modo tra le infinite configurazioni
congruenti l'unica che sia anche equilibrata. Lo stato tensionale ¢ deforma-
tivo dei singoli elementi & ottenuto come somma di quanto provocato nello
schema principale dai carichi esterni e dalle componenti di movimento de-
terminate.

Il metodo delle forze ha avuto un grosso sviluppo nel passato, an-
che perché le sue incognite, forze e momenti, sono entita piu familiari
all’ingegnere, che & in genere in grado di valutarne ’ordine di grandezza
e tenere quindi sotto controllo il procedimento numerico di soluzione. Il
ricorso a tale metodo, accoppiato a tecniche iterative per la risoluzione del
sistema di equazioni, & stato quindi il primo approccio per 'organizzazione
di programmi di calcolo strutturale automatico. La scelta dello schema
principale tra le numerose alternative possibili (fig.1.2, 1.3) & perd un
problema molto delicato e pud condizionare sia la semplicitad di scrittura
delle equazioni di congruenza che l’accuratezza della soluzione. Questa
impostazione & pertanto oggi limitata al caso di particolari tipologie strut-
turali, per le quali esistono dei criteri automatici per tale scelta.

Fig. 1.2 — Schema strutturale

Il metodo degli spostamenti ha invece avuto, fino all’avvento dei com-
puter, poche applicazioni, a volte anche parzialmente mascherate (come nel
caso del metodo delle rigidita globali per la risoluzione di telai piani, che
utilizza come incognite momenti di nodo e piano proporzionali alle rotazioni
dei nodi e delle aste). Esso perd consente una individuazione automatica
delle incognite, che sono sempre costituite dalle componenti di movimento
dei nodi (fig.1.4).
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Fig. 1.3 — Due possibili schemi principali per il metodo delle forze

A

Fig. 1.4 — Incognite per il metodo degli spostamenti

Si presta quindi notevolmente all’impostazione schematica necessaria nella
realizzazione di programmi per calcolatori elettronici e per tale motivo ha
oggl soppiantato quasi totalmente ’altro procedimento.

L’impostazione classica del metodo delle forze o degli spostamenti preve-
de la scrittura delle equazioni di congruenza o di equilibrio in maniera espli-
cita, in genere basandosi su un’analisi teorica preliminare valida solo per
il particolare schema geometrico in esame. Negli ultimi decenni, parallela-
mente allo sviluppo dell’impiego dell’elaborazione elettronica si ¢ avuto una
rivoluzione formale dell’approccio al problema, consistente nell’uso della no-
tazione matriciale; oggi si parla quindi di analisi matriciale delle strutture.
Ovviamente, tale notazione non introduce nulla di nuovo, poiché i principi
di base e le equazioni cui si giunge sono sempre gli stessi. Il primo impatt>
per chi non abbia con essa sufficiente familiarita & indubbiamente duro, e
puo a volte sembrare difficile mantenere il legame tra nuovi simboli e realta
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fisica da essi rappresentata. Una volta acquisito un minimo di padronanza
ci si rende perd conto di come essa consenta una migliore visione globale ed
una notevole sintesi espressiva, sia nell’analisi dei problemi che nella loro
traduzione in programmi per computer. Diventa quindi agevole affrontare
’analisi strutturale di schemi molto generali.

Infine, un’ultima innovazione riguarda il modo di risolvere il sistema
di equazioni che caratterizza il problema strutturale. L’approccio manua-
le era sempre effettuato in maniera iterativa, ad esempio col metodo di
Gauss—Siedel, che presenta il vantaggio di possedere un preciso significato
fisico. Nel metodo degli spostamenti esso equivale infatti ad eliminare di
volta in volta uno dei vincoli aggiuntivi e calcolare le deformazioni che in-
sorgono per assicurare ’equilibrio. Il ricorso a calcolatori ha reso possibile
P’uso di altri algoritmi dell’analisi numerica, come ad esempio il metodo di
riduzione di Gauss, che consentono di risolvere il sistema con un numero
predefinito di operazioni. E perd opportuno sottolineare che nessuna delle
due impostazioni ¢ esente da problemi applicativi. Nella prima, la con-
vergenza del procedimento iterativo é fortemente condizionata dai rapporti
di rigidezza degli elementi strutturali. Nella seconda, gli errori di arro-
tondamento possono esaltarsi in casi particolari (matrici mal condizionate)
inficiando la correttezza dei risultati.

3. Schematizzazione di un edificio

La scelta del modello strutturale da utilizzare per valutare il comporta-
mento di un edificio reale ¢ sempre complessa e dipende in generale dalla
sua geometria, dagli elementi non strutturali in esso presenti (tramezzi,
tompagni, ecc.), dai carichi cui esso & soggetto, dal terreno e dalla tipologia
della struttura di fondazione.

In assenza di carichi orizzontali e con forti ipotesi limitative (presenza
di robuste tompagnature o altri elementi irrigidenti fuori calcolo che ren-
dono gli impalcati fissi, luci contenute, numero limitato di piani) & possibile
considerare indipendenti i diversi componenti strutturali e adottare per essi
schemi monodimensionali, come quello di trave continua ad appoggi fissi
per le travi e i solai o di singolo elemento soggetto ad azioni assiali per i
pilastri.

In presenza di carichi orizzontali alcune limitazioni geometriche (strut-
tura intelalata con doppio asse di simmetria in pianta, impalcati orizzon-
sali continui e molto rigidi nel loro piano) rendono possibile esaminare il
comportamento della struttura separatamente in due direzioni ortogonali
adottando schemi bidimensionali, come quello che ipotizza che la struttura
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sia costituita da un insieme di telai piani mutuamente collegati da pendoli
inestensibili (telaio traslante o treno di telai).

Nei casi pil frequenti occorre perd un modello che consenta di valutare
Peffettivo comportamento tridimensionale dell’edificio. Lo schema piu ge-
nerale di telaio spaziale & quello che vede la struttura come un insieme di
aste nello spazio, con eventuali vincoli mutui tra i nodi che rappresentano la
presenza di impalcati indeformabili nel loro piano. Un tale modello, even-
tualmente ancor pil generalizzato con ’aggiunta di elementi bidimensionali,
lastre o piastre, pud essere analizzato mediante programmi come il SAP o
il NASTRAN, il primo dei quali ¢ ormai disponibile anche per i pil diffusi
personal computer. La maggiore generalitd comporta ovviamente problemi
operativi, come ’elevato ingombro di memoria, la lunghezza dei tempi di
soluzione, la complessita della fase di input e dell’esame dei risultati. I
primi due problemi perdono man mano rilevanza, grazie alla introduzione
di calcolatori sempre pilt potenti e veloci. Contemporaneamente, la diffu-
sione di pre e post—processor grafici rende piu agevole il controllo dei dati
e la valutazione dell’attendibilitd dei risultati. Nonostante cid, questa im-
postazione & ancora molto onerosa e quindi inadatta per un uso quotidiano
da parte del progettista strutturale.

‘Una possibile semplificazione consiste nel considerare strutture spaziali
con impalcati orizzontali planimetricamente indeformabili, pilastri verticali
e travi poste solo a livello dell’impalcato. Una tale impostazione, adot-
tata da programmi come ’ETABS, ¢ di facile e rapido uso e consente di
analizzare anche edifici con piante molto irregolari. Non pud perd essere
utilizzata in presenza di travi fuori piano, come quelle delle scale, di tetti
a falde inclinate, impalcati sfalsati, o piano di posa a quota non costante.

In alternativa si pud considerare la struttura spaziale come costituita
da un insieme di telai piani, ed eventualmente anche nuclei irrigidenti tridi-
mensionali, collegati da impalcati indeformabili. In questo caso non si tiene
conto innanzitutto della congruenza verticale tra i nodi comuni a due o pit
telai incidenti, cioé si accettano spostamenti verticali differenti per uno
stesso nodo a seconda che esso sia considerato appartenente ad un telaio
oppure ad un altro. Se pero il nodo appartiene in entrambi i telal a pila-
strate verticali, I’elevata rigidezza estensionale dei pilastri rende in assoluto
modesti gli spostamenti verticali e quindi poco rilevante ’effetto di tale in-
congruenza. In secondo luogo, viene trascurato 1’accoppiamento flessionale
e torsionale delle travi di due telai incidenti, cioé il momento flettente e
torcente che nasce nelle aste di un telaio per effetto di una rotazione nel
piano dell’altro telaio. Si osservi perd che la flessione anzidetta & rigorosa-
mente nulla se i due telai sono tra loro perpendicolari in pianta e, se non
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lo sono, & tanto pilt modesta quanto piu ci si avvicina a tale situazione.
L’entita della torsione dipende invece dalla rigidezza torsionale delle travi,

che & usualmente molto minore rispetto a quella flessionale. Questa im- -

postazione cade quindi in difetto solo nel caso di piante molto irregolari,
nelle quali non sia possibile individuare due famiglie di telai sostanzialmente
(ma non rigorosamente) ortogonali.

Chiedersi quale tra i modelli qui presentati sia in assoluto il migliore per
la pratica professionale & una domanda sostanzialmente scorretta perché
sottointende la convinzione di poter utilizzare per qualsiasi applicazione
sempre la stessa schematizzazione, ovvero lo stesso programma per il calco-
latore. Bisogna invece rendersi conto che edifici diversi richiedono differenti
modelli, e quindi che I’organizzazione di uno studio professionale richiede
la disponibilita di una gamma di programmi sufficientemente ampia per
soddisfare tutte le esigenze.

Analizzare in uno stesso testo tutti gli schemi innanzi descritti € un com-
pito molto oneroso. In questo volume ci si limita pertanto all’esame di due
modelli. Il primo & quello di telaio piano, o pil propriamente di insteme
piano di aste, perché in esso sono compresi anche quegli schemi in cui la
resistenza della struttura ¢ affidata prevalentemente agli sforzi estensionali
(travature reticolari) anziché a quelli flesso-taglianti. L’argomento ¢ trat-
tato in numerosi testi, sia in lingua inglese che in italiano, nei quali sono
perd poco evidenziati alcuni problemi particolari ma utili nell’applicare
il modello agli edifici, come quello della indeformabilita estensionale dei
traversi. La sua semplicita lo rende inoltre particolarmente adatto per un
primo approccio all’analisi matriciale da parte dei molti studenti o ingegne-
ri che non hanno ancora familiaritd con questa metodologia. Si & preferito
affrontare il problema direttamente in maniera generale. Contemporanea-
mente si & perd ritenuto opportuno dedicare ampio spazio alla descrizione
di pre—processor (o interfaccia di ingresso dati) che consentono di partico-
larizzare la preparazione dei dati al singolo caso in esame; & cosi possibile,
ad esempio, descrivere la geometria di telai a maglie rettangolari fornendo
direttamente luci delle campate e altezze degli interpiani, anziché le coordi-
nate di tuttiinodi. A ciascun pre—processor corrisponde un post—processor
(o interfaccia di uscita), che ad esempio presenta i risultati individuando
travi e pilastri mediante la numerazione in carpenteria anziché con un nu-
mero progressivo.

1l secondo modello & quello di insieme spaziale di telai piani. 1l rilievo
ad esso dato dalla letteratura tecnica corrente, in particolare da quella
italiana, & molto limitato. Il suo studio presenta invece interessanti risvolti
teorici, come quello della scomposizione di una struttura in sottostrutture
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pil semplici, ma soprattutto grosse potenzialitd applicative. Nel testo si
mostra quindi esplicitamente come esso possa essere utilizzato per ’analisi
di edifici con travi a ginocchio, impalcati sfalsati o piano di posa a quota
non costante. :

4. Procedimento risolutivo

Entrambi i modelli strutturali qui descritti sono costituiti da nodi rigidi
collegati da elementi monodimensionali, cioé da solidi in cui una dimensione
sia predominante rispetto alle altre due. Questi elementi vengono indicati
col termine aste.

Per adottare nella risoluzione dello schema il metodo degli spostamenti,
occorre innanzitutto analizzare il comportamento della singola asta, cioé
definire le relazioni che intercorrono tra le azioni applicate ai suoi estremi
e le componenti di movimento degli stessi (matrice di rigidezza dell’asta),
nonché le azioni di estremita che insorgono in conseguenza ai carichi appli-
cati all’interno dell’asta quando il movimento dei suoi estremi & impedito
(azioni di incastro perfetto).

1l passo successivo consiste nel determinare il comportamento comples-
sivo di un insieme piano di aste, cioé le relazioni esistenti tra le azioni
applicate ai nodi e le componenti di movimento di essi (matrice di rigidezza
dell’insieme).

Nel caso di un telaio piano, una volta calcolate le azioni nodali (sia
esterne che derivate da carichi agenti sulle aste) & possibile utilizzare le
relazioni anzidette per determinare le componenti di movimento nodale e
da queste risalire alle caratteristiche di sollecitazione nelle aste.

Volendo analizzare un insieme spaziale di telai, occorre invece modificare
tali relazioni in modo da ottenere per il singolo telaio piano un collegamento
diretto tra forze orizzontali e spostamento dei traversi (matrice di rigidezza
laterale o traslante dello schema piano); occorre inoltre valutare le azioni
orizzontali che insorgono per effetto dei carichi (nodali e sulle aste) quando
gli spostamenti dei traversi sono impediti. Si puo quindi passare all’esame
dell’insieme spaziale di telai, determinando I’analogo collegamento esistente
tra azioni orizzontali e componenti di movimento degli impalcati (matrice
di rigidezza laterale dello schema spaziale). Utilizzando queste relazioni,
si pud risalire dai carichi orizzontali alle componenti di movimento degli
impalcati ed agli spostamenti dei singoli traversi, e quindi alle componenti
di movimento nodale ed alle caratteristiche di sollecitazione delle aste di
ciascun telaio piano.






CAPITOLO SECONDO

LA SINGOLA ASTA

1. Generalita

\Caratteristica comune alle due tipologie strutturali prese in esame in
questo testo & che le aste da cui esse sono costituite rientrino nell’ambito
dei sisterni monodimensionali a comportamento piano. Dal punto di vista
geometrico cid richiede che I’asse di ciascuna asta sia contenuto in un pia-
no e che la sua sezione retta sia simmetrica rispetto ad esso; in tutte le
applicazioni verranno anzi considerate, in maniera piu restrittiva, solo aste
ad asse rettilineo. In secondo luogo, & necessario che l'asta sia caricata
simmetricamente rispetto al piano, in modo che gli spostamenti dell’asse
siano contenuti in esso. Questa condizione é implicitamente rispettata dal
modello di telaio piano. Nel caso dell’insieme spaziale di telai essa equivale
a considerare irrilevante, e quindi trascurare, la capacita di ciascun telaio
di assorbire carichi al di fuori del piano cui esso appartiene.

Per la validita della trattazione occorre effettuare alcune ulteriori
ipotesi. La prima & quella cosiddetta di piccoli spostamenti. Questi devono
essere tali da consentire di determinare le caratteristiche di sollecitazione
facendo riferimento alla struttura indeformata. In secondo luogo, il mate-
riale deve essere linearmente elastico. Queste due ipotesi rendono valido il
principio di sovrapposizione degli effetti, che consente di valutare separata-
mente lo stato tensionale e deformativo provocato da un singolo carico o da
uno spostamento imposto. Si ipotizza infine la conservazione delle sezioni
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piane; cid & vicino al vero quando gli spostamenti dovuti alla sollecitazione
locale di taglio sono piccoli rispetto a quelli dovuti alla deformazione com-

plessiva della struttura, cioé quando la lunghezza dell’asta predomina sulle 7

dimensioni della sezione trasversale.

Avendo a che fare con sistemi piani, si usera come riferimento una terna
ortogonale destrorsa zyz tale da contenere le aste nel piano zy. Essa viene
denominata sistema di riferimento globale perché & valida per tutte le aste
dell’insieme. Nelle figure si rappresenterd ’asse z orizzontale ed orientato
da sinistra verso destra, quello y verticale ed orientato dal basso verso
Palto (fig.2.1); il verso positivo dell’asse z & di conseguenza quello uscente
dal foglio.

h

Fig. 2.1 — Sistema di riferimento globale

Nell’esaminare una singola asta, & in genere pilt comodo utilizzare un
diverso sistema di riferimento, denominato sistema di riferimento locale
perché specifico dell’asta in esame e strettamente legato alla sua geometria.
L’origine ¢ infatti posta in corrispondenza del suo primo estremo; I’asse x
coincide con ’asse dell’asta ed & orientato nel verso che va dal primo al
secondo estremo di questa; ’asse y & ad esso perpendicolare ed orientato in
verso tale che il semiasse positivo z possa sovrapporsi a quello y con una
rotazione antioraria di 90 gradi (fig.2.2). In tutti i casi in cui & necessario
distinguere i due sistemi di riferimento, gli assi di quello locale verranno
contraddistinti con un apice (z'y’).

Nei paragrafi che seguono viene analizzato il comportamento di una
generica asta. Cio richiede innanzitutto la definizione delle azioni (forze
e momenti) esercitate ai suoi estremi e delle componenti di movimento
(spostamenti e rotazioni) di tali punti, che in termini matriciali vengono
rispettivamente indicate mediante i vettori S ed s. Poiché queste grandezze



La singola asta 27

1

Fig. 2.2 — Sistema di riferimento locale

possono essere riferite ad entrambi i sistemi di assi innanzi descritti, ven-
gono individuate le relazioni che consentono il passaggio dall’uno all’altro.

Sono poi richiamate le equazioni differenziali che legano carichi, carat-
teristiche di sollecitazione e componenti di movimento dei punti dell’asse
dell’asta, note dalla Scienza delle Costruzioni. Dalla loro risoluzione si de-
termina la relazione lineare che insorge, in assenza di carichi, tra azioni e
componenti di movimento di estremitd, sintetizzata dalla matrice di rigi-
dezza k dell’asta. Questa viene esplicitata per i casi che piu frequentemente
possono ricorrere nella pratica professionale.

Vengono quindi definite le azioni di incastro perfetto S, che insorgono
per effetto dei carichi agenti sull’asta quando le componenti di movimento
dei suoi estremi sono impedite. Per comodita del lettore sono richiamate
le espressioni analitiche corrispondenti ad una vasta gamma di tipologie
di carico. 1l principio di sovrapposizione degli effetti rende cosi possibile
esprimere il legame tra carichi, azioni e componenti di movimento di estre-
mitd mediante la relazione generale S = S + k s.

Sono infine riportate le formulazioni che consentono di determinare le
caratteristiche di sollecitazione in un qualsiasi punto dell’asta, in funzione
dei carichi e delle azioni di estremita.

2. Azioni agli estremi dell’asta

A ciascun estremo di un’asta si pud considerare agente, in generale,
una forza comunque orientata ed una coppia. Quando si & interessati ad
evidenziare le relazioni tra ’asta in esame e le altre dell’insieme, risulta
conveniente descrivere queste azioni mediante le sei componenti rispetto al
sistema di riferimento globale, mostrate col loro verso positivo nella figu-
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ra 2.3 e racchiuse nel vettore S,.
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Fig. 2.3 — Azioni di estremitd nel riferimento globale

Quando invece si analizza un’asta indipendentemente dalle altre & pre-
feribile descrivere le azioni mediante le componenti rispetto al sistema di
riferimento locale, mostrate col loro verso positivo nella figura 2.4 e rac-

chiuse nel vettore S,.
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Fig. 2.4 — Azioni di estremita nel riferimento locale
Il passaggio dal secondo al primo insieme di grandezze pud essere e-

spresso in funzione dall’angolo «, che rappresenta I’inclinazione dell’asse
dell’asta rispetto all’asse z del riferimento globale (positivo se il semiasse
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positivo z deve ruotare in verso antiorario per sovrapporsi ad z'):

F,y =cosa F, —sina F,, F,; =cosa F,, —sina F,,
I 1} Tt R I} 1]
Fyy=sina F,, +cosa F,;, Fy,, =sina F,,+cosa F,

M., = M, M., = M,
In termini matriciali si puo scrivere
Sg = L4S, (2.1)

indicando con L, la matrice di rotazione, che consente di tener conto della
rotazione del sistema di riferimento,

cos —slno 0 0 0 0 7
sin o cos o 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Lo = 0 0 0 coso —sino 0 (2.2)
0 0 0 sin o cos o 0
| 0 0 0 0 0 1

Ad ogni vettore S, corrisponde mediante la relazione innanzi scritta un
unico vettore S;. Si puo facilmente constatare che la corrispondenza tra i
due insiemi ¢ biunivoca e si possono quindi scrivere, in maniera analoga,
le espressioni che consentono il passaggio inverso, da S, a S,. In termini
matriciali si ottiene

S, =LIS,

Si noti come la trasformazione inversa avvenga in questo caso mediante
la trasposta della matrice di rotazione, che consentiva la trasformazione
diretta, e che si ha quindi

-1 _ T
L; =L,

Quando si descrivono le azioni agli estremi dell’asta mediante il vettore
S, oppure S,, non & possibile assegnare alle sei componenti valori arbi-
trari. Occorre infatti che 'insieme costituito da azioni di estremita e carichi
sull’asta rispetti tre condizioni di equilibrio (tre perché si ha a che fare con
uno schema piano). Per definire in maniera completa ed univoca le azioni
sono quindi sufficienti tre sole componenti, che costituiscono ’insieme mi-
nimo, o insieme fondamentale, di azioni di estremita. La figura 2.5 mostra
le grandezze scelte (tra le possibili alternative), racchiuse nel vettore S;.
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Fig. 2.5 — Insieme fondamentale di azioni

1l passaggio dal vettore S; a S, richiede la conoscenza dei carichi agenti
sull’asta. Per un’asta scarica si ha

F;,=-N Fao =N

, _ M M, , M, M,
=7 Fo==g =%
M;1:Ml M;2:M2

In termini matriciali si pud scrivere

indicando con T la matrice di trasformazione che consente tale passaggio,
funzione esclusivamente della lunghezza £ dell’asta

0 0 -1 ]
LS S
¢ ¢
1 0 ©
T = (2.4)
0o 0 1
11
- = 0
)
L 0o 1 o0 |

Anche in questo caso ad ogni vettore S; corrisponde un unico vettore S,.
Esistono pero infiniti vettori S, che non corrispondono ad alcun S; (perché
non rispettano le condizioni di equilibrio). La corrispondenza tra i due
insiemi non é quindi biunivoca, e non & possibile effettuare la trasformazione
inversa.
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Utilizzando le espressioni innanzi riportate, si ottiene la relazione che
lega I'insieme fondamentale di azioni alle loro componenti nel sistema di
riferimento globale

Sg = Ld T Sf (25)

Ovviamente anche questa relazione non & invertibile.

3. Componenti di movimento degli estremi dell’asta

Il movimento di ciascun estremo di un’asta pud essere definito, in genera-
le, mediante una traslazione comunque diretta ed una rotazione. Quando
si € interessati ad evidenziare le relazioni tra ’asta in esame e le altre
dell’insieme, risulta conveniente descrivere questo moto mediante le sei
componenti rispetto al sistema di riferimento globale, mostrate in scala
amplificata col loro verso positivo nella figura 2.6 e racchiuse nel
vettore s,. )

A

= x

Fig. 2.6 — Componenti di movimento nel riferimento globale

Quando invece si analizza un’asta indipendentemente dalle altre & prefe-
ribile descriverne il movimento mediante le componenti rispetto al sistema
di riferimento locale, mostrate col loro verso positivo nella figura 2.7 e
racchiuse nel vettore s,.

La corrispondenza tra s, ed s, & biunivoca ed & fornita, in maniera
identica a quanto mostrato nel paragrafo precedente, da

8y = Lq 8¢ se=1LT s, (2.6)
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Fig. 2.7 — Componenti di movimento nel riferimento locale

A differenza di quanto avviene per le azioni di estremita, € possibile as-
segnare qualsiasi valore alle sei componenti di movimento, siano esse riferite
al sistema globale o a quello locale. Occorre pero rilevare che lo stato defor-
mativo dell’asta non & influenzato da un suo moto rigido, ed & quindi iden-
tico per tutti quegli insiemi di componenti di movimento che differiscono
tra loro solo per un tale moto. Per definire in maniera completa ed univoca
la deformazione di un’asta sono pertanto sufficienti tre sole grandezze, che
costituiscono P'insieme minimo, o insieme fondamentale, di componenti di
movimento. La figura 2.8 mostra le grandezze scelte, racchiuse nel
vettore s;.

Ad ogni vettore s, corrisponde un unico vettore sy, mediante le relazioni

!

) '
@1:0: _Uy2 Yy1 :vy1+0/ _vy2
21 e e z1 e
P ' '
_g 2 % Y Y2
P2 = U,g ) - ¢ ? z2

— ! !
A_va:Q _vxl

In termini matriciali si pud scrivere

8y = TT Se (27)

essendo T7 la trasposta della matrice di trasformazione gia definita nel
paragrafo precedente.
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P1
8y = | 2

[

Fig. 2.8 — Insieme fondamentale di componenti di movimento

Ad ogni vettore s; corrispondono invece infiniti vettori s,, e non & quindi
possibile la trasformazione inversa.

Utilizzando le espressioni innanzi riportate si ottiene la relazione, non
invertibile, che lega le componenti di movimento nel sistema di riferimento
globale al corrispondente insieme fondamentale

s; =Ly T)T s, (2.8)

I tre diversi insiemi di componenti di movimento definiti in questo para-
grafo sono duali con gli insiemi di azioni del paragrafo precedente, perché
ogni componente di movimento & associata alla corrispondente azione. An-
che tra le relazioni che legano mutuamente i primi insiemi o i secondi vi
¢ una stretta analogia. Non si tratta di un fatto casuale, bensi della con-
seguenza di una legge generale, che pud essere denominata principio di
dualita tra forze e spostaments.

Si considerino infatti due insiemi S; ed S, di forze (e coppie) agenti su
un corpo, staticamente equivalenti e legati tra loro da una trasformazione
lineare, non necessariamente invertibile, espressa matricialmente da

SQIB Sl

Ai due sistemi di forze sono associati i due insiemi di spostamenti (e
rotazioni) 8, ed s,, costituiti dalle componenti di movimento corrispon-
denti alle singole azioni. Applicando al corpo gli spostamenti s, il lavoro
W, compiuto dalle forze S; & pari alla somma dei prodotti di forze per
spostamenti corrispondenti, cioé

Wl =S:1r 83

o
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Per il principio dei lavori virtuali, essendo i due sistemi di forze e di
spostamenti tra loro equivalenti, il lavoro compiuto da ciascun sistema deve
essere lo stesso. Deve quindi essere

ST 5, =87 s,
. . . . . ’. . . . .
La relazione tra i due insiemi di azioni pud indicarsi anche con
T _ QT RT

S; =8 B

che sostituita nella precedente fornisce
ST g, =ST BT s,

e quindi

s, =BT s,

Si pud pertanto affermare in generale che, se esiste una trasformazione
lineare da un sistema di forze S; ad uno equivalente S;, espressa mediante
una matrice B, & sempre possibile trasformare il sistema di spostamenti s,
(associato ad S;) nell’equivalente s, (associato ad S; ) mediante la trasposta
della stessa matrice B.

4. Caratteristiche di sollecitazione e spostamento dei punti interni
dell’asta

Le ipotesi formulate nel primo paragrafo consentono di applicare all’asta
la teoria della trave di De Saint-Venant, che fornisce la soluzione delle
equazioni dell’equilibrio elastico per le sollecitazioni semplici di trazione,
flessione e flessione+taglio, e di utilizzare tutte le relazioni che da essa
derivano per le travi piane ad asse rettilineo.

Si consideri un’asta nel sistema di riferimento locale (fig.2.9), la cui
sezione retta abbia area A e momento d’inerzia I, eventualmente variabili
in funzione della distanza z dal primo estremo. Siano inoltre il fattore di
taglio, parametro adimensionale che tiene conto del discostarsi delle tensioni
tangenziali dal loro valore medio, ed E e G i moduli di elasticita normale e
tangenziale del materiale. Siindicano con @ la rotazione della sezione e con
u e v le componenti in direzione z ed y dello spostamento del suo baricentro.
Si indicano inoltre con N, M e T le caratteristiche di sollecitazione e con
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n, m e ¢ i carichi distribuiti (assiali, flettenti e taglianti) agenti sull’asta. II
verso positivo di tutte queste grandezze & indicato nella figura.

configurazione deformata dell’asta

<
XY
\
\
p- X3
® \
\
S 2
CARATTERISTICHE

DI SOLLECITAZIONE

CARICHI AGENTI
SULL'ASTA

Fig. 2.9 — Carichi, caratteristiche di sollecitazione e
spostamenti dei punti interni di un’asta

Per gli schemi piti comuni di carico e di vincolo, le relazioni tra compo-
nenti di movimento, caratteristiche di sollecitazione e carichi sono fornite
da espressioni analitiche ben note che verranno di volta in volta richiamate.
Per le situazioni meno usuali, come quella di aste deformabili a taglio o di
travi su suolo elastico, esse saranno invece esplicitamente ricavate a partire
dalle equazioni differenziali che legano tali enti?

1 In numerosi testi di Scienza delle Costruzioni l’asta & riferita ad una terna zyz nella quale
P’asse » coincide con ’asse dell’asta e P’asse y & orientato verso il basso (nelle rappresen-
tazioni piane); stesso verso positivo ha il carico tagliante ¢. La formulazione ivi riportata
delle suddette equazioni differenziali differisce quindi per lo scambio delle variabili z e z e
per il segno di alcuni termini legati alla y.
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dy N dN

i~ FA =" (2.9)
gy-—go x T dp M

dzr ° GA dz EI

T GA dz (2'10)
i ar _

dz d:z:—q

Le equazioni (2.10) possono essere accorpate in un’unica relazione

d*v q 1 dmn x d%
¢v_4 M x 24 2.
de* EI Eldr GAdz? (2.11)

Il diagramma degli spostamenti v viene usualmente denominato linea
elastica. Di conseguenza quest’ultima espressione, che mette direttamente
in relazione i valori di v con i carichi, viene detta equazione della linea
elastica.

5. Relazione tra azioni e componenti di movimento degli estremi
dell’asta

Applicando la teoria della trave ad un’asta soggetta solo a forze e cop-
pie applicate ai suoi estremi (tali da rendere equilibrata la configurazione),
& possibile determinare le caratteristiche di sollecitazione sforzo normale,
momento flettente e taglio, risalire da esse alle tensioni e deformazioni in
un punto qualsiasi dell’asta ed ottenere infine le componenti di movimento
dei suoi estremi (a meno di un moto rigido). Viceversa, conoscendo sposta-
mento e rotazione degli estremi dell’asta, si possono determinare successi-
vamente le deformazioni, le tensioni, le caratteristiche di sollecitazione ed
infine le azioni di estremita.

5.1. Matrici fondamentali di rigidezza e di deformabilita
Si prenda in esame un’asta, la cui sezione retta sia costante per tutta
la lunghezza (fig.2.10). Si ipotizza di poter trascurare lo scorrimento della
. . . T .
sezione dovuto alla deformazione a taglio [ v = )CCJ_A = O> e di poter ap-

plicare le azioni di estremita indifferentemente sulla configurazione inde-
formata o su quella deformata. La relazione tra l'insieme fondamentale
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di azioni e di componenti di movimento di estremita potrebbe essere rica-
vata dalla risoluzione delle equazioni differenziali innanzi riportate, con le
condizioni ai limiti

0(0) = 1 p(£) = p2

v(0)=0 v(f) =0

u(0)=0 u(f) = A
N

M, f1
S;=| M, 8; = | p2
N A

Fig. 2.10 — Asta a sezione costante: insieme fondamentale
di azioni e componenti di movimento

Nel caso particolare essa & perd gia nota (fig.2.11) e fornita dalle espres-
sioni Bl Bl
M, = 47@1 + 27%

El EI
M; = 27@1 + 4'£—S02

N="22a

che in termini matriciali possono essere sintetizzate in

Sf :kf 85 (212)
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— Mie ! 1 (]
¥1 = 4EI M; =M
e quindi
EI Er
M; =4—p1 2 =201
— Mé’ﬂ " 1 "
2= 4ET My =M
e quindi
EI EI
M{’ =2'—£-(p2 é’=4—z—<p2

Fig. 2.11 — Relazioni tra coppie flettenti e rotazioni

cosendo _4 _E__I_ \ EI . -
£ £
EI ErI
k, = T o4 2.13
1 2= 45 0 (2.13)
EA
| o0 7]

La matrice k; prende il nome di matrice di rigidezza (fondamentale)
dell’asta. Il suo generico termine k;; rappresenta l’azione i—esima che in-
sorge nell’asta per effetto della componente di movimento j—esima unitaria,
quando tutte le altre componenti di movimento sono impedite. La matrice
2 invertibile, e la sua inversa

ff :k;l

¢ denominata matrice di deformabilitd (o di flessibilita) dell’asta e consente
di determinare le componenti di movimento in funzione delle azioni di e-
stremita

Sy = ff S 7
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In particolare, nel caso in esame si ha

-~ K ——L— 0 -
3EI 6EI
¢ ¢
f, =1 ——— -
d 6EI 3EI °
¢
0 —_—
L 0 EA

5.2. Matrice di rigidezza nel sistema di riferimento locale

La relazione tra azioni e componenti di movimento nel sistema di rife-
rimento locale pud essere ottenuta da quella relativa all’insieme fondamen-
tale utilizzando le espressioni che consentono il passaggio tra un insieme e
I’altro. Si ha infatti

Sg =T Sf Sf :kaf 8y = TT Sy

e quindi
Sg = kg 8¢ (214)

con
k,=Tk, TT (2.15)

Per l’asta in esame, utilizzando la definizioné (2.4) della matrice di
trasformazione T e D’espressione (2.13) di k; si ottiene come matrice di
rigidezza nel sistema di riferimento locale

T EA EA A
— - 0
Z 0 0 7 0
EI EI EI EI
0 12?3—- 6£—2 0 —12—25— 6;2—
0 6% 4%{ 0 —6—%1— 2%—1-
- 0 0 — 0 0
4 L
EI EI El EI
0 —1275— —-6—25- 0 12—2—; —67
EI1 EI EI EI
| 0 SF 27 0 —GF 47_
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Si noti che, a differenza di k;, la matrice k, non & invertibile. Dal
punto di vista numerico, cid ¢ dovuto al fatto che le sue righe non sono

linearmente indipendenti: la prima & ottenuta cambiando segno alla quarta,

la seconda sommando terza e sesta e dividendo per £ il risultato, e cosi via.
Come significato fisico, non pud esistere una formulazione che fornisca le
componenti di spostamento in funzione di un arbitrario insieme di azioni
(nel riferimento locale) perché, come gia detto nel secondo paragrafo, un
tale insieme arbitrario non ¢ ammissibile ed & possibile assegnare soltanto
azioni che rispettino le condizioni di equilibrio del corpo.

5.3. Matrice di rigidezza nel sistema di riferimento globale
Anche la relazione tra azioni e componenti di movimento nel sistema

globale pud essere ottenuta mediante le relazioni tra questi insiemi e quelli
locale e fondamentale. Si ha

Sg:Ld Se Sngg S¢ Se:Lg Sy

e quindi
S, =k, s, (2.17)
con
k, =Ls k, LT (2.18)
o anche
k,=Ls Tk, TP LT = (La T) k; (Ly T) (2.19)

Anche k,, come k¢, non ¢& invertibile per le stesse ragioni innanzi ripor-
tate. Per ’asta in esame, ’espressione completa della matrice di rigidezza
nel sisterna di riferimento globale & fornita da

ok, ky —ks —k, —ky —ksT
k7 kg ’C4 “k7 '“kz k4
| ks ky ks ks —ky ks
ko= & -k ks k, ki ks (2:20)
ke —ky —ky ki ks —k,
_—k3 IC4 ks k3 “"IC4 k5_
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avendo posto

EI
k, = _Zé cos® o + 12£—3 sin® o

A ., EI
kzz—z—sm a+12e—3cos o

ks =6—sin«

£
ky = 6—%{ cosa (2.21)
by =42
k=2
k; = ——Z-sinacosa — IZ%Sinacosa

6. Matrice di rigidezza dell’asta: altri casi

6.1. Effetto della deformazione dovuta al taglio

L’espressione della matrice di rigidezza fondamentale della trave a se-
zione costante riportata nel paragrafo precedente & ricavata trascurando la
deformazione a taglio dell’asta, cioé¢ il termine x T/GA. Si tratta di una
semplificazione molto diffusa, che comporta in genere un’approssimazione
pienamente accettabile. Diventa opportuno tenerne conto solo per quegli
elementi la cui sezione trasversale abbia dimensioni comparabili con la
lunghezza; cid accade in particolare, nel caso di un edificio, per pilastri
con sezione molto allungata o pareti di taglio.

In questo caso, ¢ preferibile ricavare la relazione tra ’insieme fonda-
mentale di azioni e di componenti di movimento risolvendo le equazioni
differenziali (2.9) e (2.10). Le prime, che riguardano azioni e deformazioni
estensionali, non sono influenzate dalla deformazione a taglio e forniscono
ancora

EA
N_TA
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Dalle seconde, essendo nulli ¢ ed m, si ricava per successive integrazioni

T=Cl

M=01$+C2

@—EI 612 (%4 C3

v——l— ci-f-cf +(c Lc)x+c
“EI \'e 2 ® GgA™ ¢

Il valore delle quattro costanti c¢;, ¢z, cs, ¢4 pud essere determinato
imponendo le condizioni al contorno

p(0)=p1 o(f) = o2
v(0)=0 v(€) =0

Da esse si ottiene infatti il sistema di quattro equazioni

C3 = 1

e e

ZEIcl EICZ C3 = P2

Cy = 0

£ x £ £
<_6EI - a) c; + —2EICZ +e c3 + ¢4 = 0

che fornisce il risultato

EI 1
€1 = GF‘ 1+ 4e (p1 + p2)

ElI 1+c¢ El 1-2¢

T 154 T Tree P

C3 = P1
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avendo posto

3EIx
= 2.22
Si pud cosi ricavare il valore delle coppie M; e M;
El 1+4¢ EI 1-2¢
Mi=-MO) =4 77 o P2 174 ¥
EI 1-2¢ ElI 1+e¢
M= MO=27 175 M7 T4 @
La matrice di rigidezza fondamentale é quindi
[ ﬂ 1+e¢ ﬂ 1-—2¢ 0 ]
£ 14 4¢ £ 14 4e
k, = EIl-2¢ Ell+4c¢ 0 (2.23)
£ 1+44e £ 1+ 4e
EA
0 0 —_—
R f

Utilizzando le (2.15) e le (2.19) si possono infine determinare anche le
matrici di rigidezza rispettivamente nel sistema di riferimento locale e in
quello globale.

6.2. Asta con una cerniera all’estremita

Nella quasi totalita delle strutture intelaiate in cemento armato, ed an-
che nella maggioranza di quelle in acciaio, le aste che convergono in un nodo
sono mutuamente incastrate e presentano quindi una stessa rotazione, che
coincide con la rotazione del nodo. In alcuni casi particolari di analisi elasti-
ca, o piu spesso quando si vuol fare un calcolo elastoplastico step—by-step
che preveda successive plasticizzazioni delle sezioni, il modello geometrico
puo richiedere che nel nodo una o piu aste siano collegate alle altre me-
diante una cerniera. La risoluzione di questi schemi potrebbe essere ef-
fettuata aumentando il numero complessivo delle incognite, cioé inserendo
tra queste anche le rotazioni degli estremi incernierati delle aste. E pero
pill comodo mantenere inalterato il numero delle incognite ed esaminare
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a parte il modello di asta con cerniera all’estremita, per determinarne la
matrice di rigidezza.

La presenza di una cerniera ad un estremo dell asta comporta che in tale | 7
punto il momento flettente debba essere nullo. E quindi impossibile apph-
carvi una coppia esterna, e le azioni fondamentali di estremita si riducono
alle due mostrate nella ﬁgura 2.12. Inoltre, non & pil possibile assegnare
in maniera arbitraria la rotazione dell’estremo dell’asta in cui ¢ posta la
cerniera, ed anche le componenti di movimento fondamentali si
riducono a due.

My P2
8y =

Fig. 2.12 — Asta con una cerniera al primo estremo: insieme
fondamentale di azioni e componenti di movimento

La relazione tra questi due insiemi & nota (fig.2.13) e fornita (se la
cerniera € posta al primo estremo) dalle espressioni

EI
M, —37€02

EA
N = 7 —A

La matrice fondamentale di rigidezza & pertanto

32 g
K, =| ¢ oA (2.24)
0 —_—
Z

Se si vuol tener conto della deformabilita a taglio dell’asta, occorre risol-
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vere le equazioni differenziali (2.10) ponendo come condizioni al contorno

M(0)=0 o(l) = o,
v(0)=0" v(f) =0
Si ottiene in tal modo
k, = te (2.25)
,  BA
V4
&‘L

My¢

3EI

Fig. 2.13 — Relazione tra coppia e rotazione

Le azioni di estremitd possono essere ancora descritte mediante le loro
componenti nel sistema di riferimento locale, racchiuse nel vettore S, gia
definito. Il passaggio da S; a S, nel caso di un’asta con cerniera al primo
estremo & fornito da

F!,=-N Fl,=N

N M2 M2
Fu="7 Fo=—7
M, =0 M, = M;

In termini matriciali vale quindi sempre la relazione (2.3)

Sg:TSf
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e la matrice di trasformazione & in questo caso

0 -1 -
1
; 0
0 0
T = (2.26)
0o 1
1
-~ 0
e
L 1 0 |

Si noti che questa matrice ¢ ottenuta da quella relativa all’asta priva
di cerniere (2.4) eliminando la prima colonna, cioé quella corrispondente
alla coppia M; non pil presente nell’insieme fondamentale. Analogamente,
quando la cerniera & situata nel secondo estremo dell’asta la matrice T &
ricavata eliminando la seconda colonna.

La matrice di trasformazione cosi definita consente il passaggio duale
dall’insieme di componenti di movimento nel riferimento locale a quello
fondamentale con la relazione (2.7)

8r —_—TT Se

e la determinazione delle matrici di rigidezza nel riferimento locale e globale
mediante le (2.15) e (2.19).

6.3. Asta incernierata ai due estremi (pendolo)

Il modello di asta pendolare, cioé con cerniere all’estremita, non & quasi
mai utilizzato nel caso di strutture in cemento armato. L’unica sua pos-
sibile applicazione si ritrova nello schematizzare eventuali pannelli murari
collaboranti con la struttura vera e propria. Esso & invece molto utilizzato
per le travature reticolari in acciaio, nelle quali anche in presenza di nodi
incastro le sollecitazioni estensionali sono nettamente prevalenti su quelle
flessionali.

Analogamente a quanto indicato per il caso precedente, se in una strut-
tura sono presenti alcune aste incernierate all’estremita & preferibile non
aumentare il numero delle incognite ed esaminare esplicitamente il modello
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di asta pendolo. Essendo impossibile applicare ad essa coppie di estremita,
le azioni fondamentali si riducono alla sola forza assiale N e le componenti
di movimento alla variazione di lunghezza A (fig.2.14).

Fig. 2.14 — Asta incernierata agli estremi (pendolo): insieme
fondamentale di azioni e componenti di movimento

La matrice di rigidezza fondamentale & quindi

EA ] (2.27)

kf=[7

Le azioni di estremitd possono essere anche in questo caso descritte
mediante le componenti nel riferimento locale S,, che sono ancora legate
ad S; dalla relazione (2.3), nella quale & ora

-1 7

(2.28)

o O = O O

cioé coincide con la terza colonna della matrice di trasformazione dell’asta
priva di cerniere.
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1'e / \\f{?' y
e / >/ S
’ \ /q‘.}& y /«i;l
2 2
N>
29

Ao

4

s

1
FM vy,
! ]
S . Fyl 8y = vyl
E= | L )
T2 T2
AZIONI NEL ) SPOSTAMENTI NEL '
SISTEMA LOCALE F,, SISTEMA LOCALE Vy,
|
Ly
Y2
Fyz |
|
2 Fxg 2 sz
Fy Vy1]
1 R by,
X1 X1
Fy, Uz,
S F Y1 vyl
= 84 =
g g
F,, Uz,
AZIONI NEL SPOSTAMENTI NEL
SISTEMA GLOBALE F,, SISTEMA GLOBALE Vy,

Fig. 2.15 — Azioni e componenti di movimento nei sistemi di riferimento
locale e globale per insiemi di aste pendolari

Le matrici di rigidezza nel riferimento locale e globale vengono ancora
ottenute mediante le (2.15) e (2.19). K facile constatare che esse coinci-
dono con quelle che si avrebbero per la stessa asta, priva di cerniere, se si
considera nullo il momento d’inerzia della sua sezione.

Una considerazione a parte richiede il caso di strutture costituite da
un insieme di aste tutte pendolari, come ad esempio le travature reticolari.



La singola asta 49

L’impostazione generale, che considera tre azioni e tre componenti di movi-
mento per ciascun estremo delle aste & ancora valida. Occorre perd notare
che in ogni nodo convergono solo aste incernierate, che non ne impediscono
la rotazione. Questa deve pertanto essere impedita imponendo a ciascun
nodo un vincolo esterno.

Un’alternativa molto diffusa consiste nell’eliminare direttamente dal-
Pinsieme di azioni locali e globali le coppie di estremita e dall’insieme di
componenti di movimento le rotazioni (fig.2.15). In tal caso la matrice di
trasformazione &

-1
0
T = (2.29)
1
0
e quella di rotazione
fcosa —sino 0 0 7
sin o cos o 0 0
L; = (2.30)
0 0 cosa —sino
L O 0 sin o cos o

6.4. Trave su suolo elastico (alla Winkler)

Col termine trave su suolo elastico si indica, come noto, un’asta collegata
in maniera continua ad un mezzo elastico che esplica su essa, nel caso di
contatto liscio, azioni ortogonali all’asse, dipendenti dalle componenti di
spostamento in tale direzione. In particolare & molto utilizzato il modello di
Winkler, che schematizza il suolo come un insieme di molle indipendenti che
esercitano in ciascun punto dell’asta un’azione legata esclusivamente allo
spostamento del punto e proporzionale ad esso. Il suolo elastico & in tal caso
definito in maniera completa mediante un unico parametro c, detto costante
di sottofondo, che rappresenta il rapporto tra la pressione mutuamente
esercitata tra trave e letto di molle ed il corrispondente spostamento.

Il modello di trave su suolo alla Winkler é stato il primo, e per lungo
tempo [’unico, utilizzato per il calcolo di travi di fondazione. I notevoli
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sviluppi teorici avutisi nel campo della geotecnica, uniti alla possibilita di
ricorrere agli elaboratori elettronici per gli sviluppi numerici, hanno reso

disponibili altri modelli, da quello di semispazio elastico o di strato elastico .

di dimensioni finite ai pitt complessi modelli elastoplastici. A differenza di
quello di Winkler, tutti questi modelli prevedono un effetto mutuo tra punti
distinti della trave, perché allo spostamento di un punto della superficie di
contatto tra trave e suolo concorrono non solo i carichi ad esso direttamente
applicati, ma anche quelli agenti su altre aree del piano.

La disponibilita di tanti nuovi modelli non ha comunque annullato la
possibilita d’uso di quello di Winkler. Esso fornisce infatti risultati at-
tendibili nel caso di travi di fondazione relativamente flessibili, ma anche
per travi relativamente rigide poste su banchi di terreno di spessore ri-
dotto. Inoltre, esso consente di schematizzare adeguatamente anche altri
elementi strutturali diversi dalle fondazioni. Si pensi, ad esempio, al caso
del travetto di ripartizione di un solaio, per il quale il letto di molle & co-
stituito dai travetti stessi del solaio che esercitano effettivamente un’azione
proporzionale al loro abbassamento; oppure al caso di serbatoi o silos cilin-
drici, nei quali il vincolo elastico & fornito dalle fibre anulari che si oppon-
gono agli spostamenti delle fibre longitudinali mediante la loro rigidezza
estensionale.

Ai fini dell’approccio matriciale, nell’analisi di strutture discretizzate
mediante elementi finiti, il modello di Winkler presenta infine un grande
vantaggio. Un punto fondamentale di tale approccio ¢ il fatto che sol-
lecitazioni e deformazioni di un’asta dipendono esclusivamente dalle com-
ponenti di movimento e dalle azioni dei punti di estremita e dai carichi su
essa applicati. Considerare il suolo elastico come costituito da molle tra loro
indipendenti rende possibile correlare direttamente 1’azione del suolo alla
deformazione della trave, ottenendo quindi, come verra tra poco mostrato,
una matrice di rigidezza della trave su suolo alla Winkler, cioé dell’intero
complesso trave-suolo. Negli altri modelli citati, ’azione del suolo dipende
invece anche dalla deformazione delle altre aste poste a contatto con esso.
Occorre quindi considerare le aste separatamente dal suolo ed anzi suddi-
viderle in un numero elevato di elementi per imporre la congruenza asta—
suolo in un numero adeguato di punti, aumentando quindi notevolmente il
numero di incognite e la complessita del problema.

Nell’esaminare il complesso costituito da una trave e dal suolo elastico
alla Winkler, occorre riesaminare brevemente quanto scritto a proposito
di azioni e componenti di movimento di estremita. A differenza di quanto
accade per un’asta libera nel piano, nel caso in esame & possibile assegnare
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valori completamente arbitrari alle quattro azioni di estremita F),, M, ,

Fy2, M;,. L’equilibrio dell’asta ¢ infatti garantito dalle azioni esercitate

sulla trave deformata dal terreno ad essa solidale. E invece possibile asse-
gnare solo una azione assiale, perché le molle elastiche non esplicano alcuna
forza in tale direzione. L’insieme fondamentale di azioni & quindi costituito
dalle cinque componenti mostrate col loro segno positivo nella figura 2.16.
In maniera duale, lo stato deformativo dell’asta é influenzato da rotazioni e
spostamenti degli estremi ortogonali all’asse, ma non da un moto rigido in
direzione dell’asse. Le cinque componenti di movimento fondamentali sono
mostrate nella figura 2.17.

Ty

Sf - Tz
M,
Sh N

N Q*\’

Fig. 2.16 — Trave su suolo elastico alla Winkler:
insieme fondamentale di azioni

La relazione tra ’insieme fondamentale di azioni e di componenti di
movimento deve essere ricavata dalle equazioni differenziali (2.9) e (2.10).
Dalle prime si ottiene come sempre

FA
N=—A
£
Nelle seconde, in assenza di carichi esterni il carico per unita di lunghez-
za g € dovuto esclusivamente al suolo; esso & proporzionale allo spostamento
v ed ha verso opposto ad esso, e vale quindi

g=-cbw
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avendo indicato con b la larghezza della trave a contatto col suoclo.

61

1
A

L2

Fig. 2.17 — Trave su suolo elastico alla Winkler:
insieme fondamentale di componenti di movimento

L’equazione (2.11) della linea elastica, che sintetizza le (2.10), diventa
[ ertanto, trascurando la deformazione da taglio

dv  ob
det " EI'
ovvero
d*v
— +4Xv =0
Izt + 42"
avendo posto
ch
A=/ — 2.31
4FE1 ( )

Una soluzione generale di questa equazione differenziale pud scriversi

nella forma

v(z) =¢c; e*® sin Az + co€*® cos AT + cze™ 27 sin Az + ce”*F cos Az

Da essa si ricavano le espressioni della rotazione e delle caratteristiche
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di sollecitazione
dv Az [t
o(z) = = c1Ae*® (sin Az + cos Az)+
T .

+ caAe*® (= sin Az + cos Az)+

+ csAe™**(~ sin Az + cos Az)+

+ csde™?*(—sin Az — cos Az)

d
M(z) = EI-&—(E = 2EI)\? [cle’\’“ COsS Az — CQe'\x sin Az+

, (2.32)

— cse”* cos Az + ¢, sin Az

T(z) = % = 2EI)\? [clz\e"(— sin Az + cos Az)+

+ czAe*?(—sin Az — cos Az)+
+ c3Ae™*®(sin Az + cos Az)+
+ cgAe*?(—sin Az + cos Az)

Il valore delle quattro costanti c¢;, ¢y, c3, ¢, pud essere determinato
imponendo le condizioni al contorno

'U(O) = 61 'U(E) = 52
9(0) = ¢ o(f) = p2
Da esse, ponendo per chiarezza di scrittura

s' =ersin AL s" = e *sin N

¢ = e*cos N ¢ =e *cos M

si ottiene infatti il sistema di quattro equazioni

cztecy =06

Aci + Aex + Acs — Aes = 0

ey +c'cy +8"cs 4+ c'cy =6,

A" +c)er + A(=8"+ ¢')ea + A(=s" + ")es + A(=s" — ¢")es = @2
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che in termini matriciali pud essere scritto
A C=s)

essendo A la matrice dei coefficienti, C I'insieme di costanti incognite ed s
il sottoinsieme di s; racchiudente spostamenti ortogonali all’asse e rotazioni

i 0 1 0 1 1
A A A —-A
A= (2.33)
sl cl - sll cll
LA(s" +¢') A(=s"+¢) A(=s"+c") A(—s"—c")]

C1 6y
c

C — 2 S} —_ L1
C3 02
Cq P2

La risoluzione del sistema per via analitica presenta una certa comples-
sitd e non & idonea a fornire formulazioni di immediata applicabilita. La
soluzione numerica pud perd essere facilmente ottenuta mediante 1’inver-
sione della matrice A

C=A"'s] (2.34)

Si pud cosi ricavare il valore delle azioni Ty, My, T3, M,

T, = T(0) = 2EI)\? [)\cl — Acg + Acs + /\c4]
M, =-M0O) = 2EIN?[—c; + cs]
T, =-T(#) =2EIN[A(s' —c')er + A(s' + ¢')eat
+ A(=8" = c")es + A(s" — ¢")ed]
My,= M(¢ = 2EIN? [c'cl —8'cy —c'es + s"c4]

Indicando con S/ il sottoinsieme di S; contenente le azioni innanzi
elencate, si pud scrivere in termini matriciali

S, =B C (2.35)
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con

[ A -A A A

-1 0 1 0
B = 2EI)? (2.36)
)\(S' _ cl) A(sl + cl) )‘(__Su _ cu) )\(s" _ C")

! "

! _C” s i

L ¢ —8
Dalle (2.34) e (2.35) si ricava la relazione tra i due sottoinsiemi di azioni

e componenti di movimento
P i !
S; =k} s}
avendo posto
ki =B A™! (2.37)
La matrice k) cosi ottenuta & costituita da 4 righe e 4 colonne ed ¢ una
sottomatrice della matrice di rigidezza fondamentale k; della trave su suolo
elastico

0 (2.38)

Azioni e componenti di movimento nel riferimento locale possono es-
sere ottenuti dagli insiemi fondamentali mediante le relazioni (2.3) e (2.7).
Si puo con facilitd controllare che nel caso in esame la matrice di trasfor-
mazione T & espressa mediante

"0 1]

(2.39)

= O O O O O

O = O © © ©
O O =~ O O

o O O = O O

©C O O O =
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La matrice di rigidezza nel sistema di riferimento locale pud ancora
essere valutata mediante la (2.15). Se si immagina di dividere la matrice
k’ in 4 sottomatrici di 2 righe e 2 colonne,

[ K,
K=| " (2.40)
kf21 kfn

si pud constatare che la (2.15) in questo caso provoca come unico effetto
il duplicamento dei termini EA/f ed un posizionamento diverso delle 4
sottomatrici ora definite. Si ha cioé

FA EA
_— 0 0 e 0 0
¢ I'4
0o . .0
: Kk, : : K,
o ! 0
k, = Tttt " A 2.41
e, B, B
4 A
0 L0
: k}?l : ' kffzz
o . o N

La matrice di rigidezza nel sistema globale si puo infine ottenere, a
partire da quella nel riferimento locale, mediante la (2.18).

6.5. Asta con tratti rigidi all’estremita

Il modello di telaio costituito da aste monodimensionali convergenti in
punti nodali approssima correttamente la realtd quando le aste presen-
tano effettivamente una sezione trasversale molto piccola rispetto alla loro
lunghezza. Cid non si verifica nel caso di telai-pareti (walled frames) o di
pareti di taglio (shear walls), molto comuni per edifici alti. In tali situazioni
la zona nodale non & piu puntiforme ed in essa non ¢& valido il modello di
trave alla De Saint Venant.
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Uno schema limite frequentemente utilizzato, valido quando gli assi delle
aste convergono in un unico punto, considera presente a ciascun estremo
di esse un tratto infinitamente rigido, corrispondente alla parte di asta
contenuta nel nodo. Quando invece gli assi delle aste non convergono in
un unico punto & piil1 corretto, anche se meno utilizzato, il modello di nodo
rigido non puntiforme, esaminato nel paragrafo successivo.

Si consideri un’asta di lunghezza £, con tratti rigidi di estremita aventi
lunghezza s£ e t £ (fig.2.18). Per differenziare le grandezze relative al tratto
centrale, deformabile, da analoghe entita relative all’intera asta si indicano
nel seguito le prime con un doppio apice. In particolare, si indica con £ la
lunghezza di tale tratto. Essa vale

P =(1-s—t)= f (2.42)

avendo posto
(2.43)

Fig. 2.18 — Asta con tratti rigidi di estremita

In figura 2.19 & mostrato 'insieme fondamentale di azioni S; e I’analogo
insieme di azioni S’ mutuamente trasmesse agli estremi del tratto deforma-
bile. Ricordando la relazione tra taglio e momento nel tratto deformabile

Mil + Mél

Tl" = TZ” = ell



58 Parte prima — Capitolo secondo
per l’equilibrio del tratto rigido si ha

M, =M'+T! s€=(1+cs)M'+csM
My=M/+T/ te=ct M'+(1+ct) M!
N =N"

In termini matriciali queste relazioni sono espresse da
S; =CSY (2.44)

indicando con C la matrice che consente il passaggio tra i due insiemi

14+cs cs 0
C=]| ¢t 1+ct O (2.45)
0 0 1

My
= |
NII

Fig. 2.19 — Azioni fondamentali all’estremita
dell’asta e del tratto deformabile
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Nella figura 2.20 sono mostrati ’insieme fondamentale s; delle compo-

nenti di movimento degli estremi dell’asta e I'insieme s} che racchiude i
corrispondenti movimenti degli estremi del tratto deformabile.

87 = | p2

Fig. 2.20 — Componenti di movimento fondamentale
degli estremi dell’asta e del tratto deformabile

Essendo i tratti di estremita infinitamente rigidi, i punti 1” e 2" subi-
scono uno spostamento in direzione ortogonale all’asse rispettivamente pari
a @18 L e pyt £. L’asse del tratto deformabile & quindi ruotato, rispetto
all’asse dell’asta, dell’angolo ¢

b=cspitctp |
Le componenti di movimento degli estremi del tratto deformabile val-
gono pertanto
i =pr+Y=(L+cs)pitcto,
oy =p2t+P=cspi+(l+ct) e
A=A
In termini matriciali, queste relazioni sono espresse da

sf =C” s (2.46)
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mediante la trasposta della matrice C gia definita.
Il tratto centrale, deformabile, & a tutti gli effetti una trave alla De Saint

Venant. Per esso quindi la relazione tra azioni e componenti di movimento ;

fondamentali di estremiti & espressa mediante la (2.12), che in questo caso
si pud scrivere
SY =k s} (2.47)

Utilizzando le relazioni (2.44), (2.46) e (2.47) si ottiene
Sf =C k"; CT Sy

e quindi Pespressione della matrice di rigidezza per I’asta con tratti rigidi
di estremita
k; =Ckj C” (2.48)

Se per il tratto centrale si trascura ’effetto della deformazione dovuta
al taglio, la formulazione generale qui riportata pud essere esplicitata; si ha

infatti - Bl EI ;
T
v _ | JEI EI
EA
0 0 —
L g
e si ottiene quindi
- BI -
4—£—a1 2%1) 0
EI EI
kf = 2719 47(12 0 (2‘49)
i 0 0 %c_

con ay =c[(1-1t)%+s(l-1t)+s?]
ay = c[(1—-s)® +t(1 - s) + t?] (2.50)
b =c[l+s+t—2(s* —st+¢?)]
Nelle applicazioni concrete, la presenza di tratti rigidi ¢ quasi sem-

pre accoppiata ad aste con sezione trasversale non trascurabile rispetto
alla lunghezza. In tal caso & pill corretto tener conto della deformabilita
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tagliante ed utilizzare per la matrice di rigidezza del tratto centrale 1’e-
spressione (2.23). La sostituzione diretta di essa nell’espressione (2.48) non
porta a formulazioni di agevole scrittura ed & quindi preferibile operare
effettuando per via numerica il prodotto matriciale.

Come per tutti gli altri casi esposti, le matrici di rigidezza nel sistema di
riferimento locale e globale possono essere ricavate da quella fondamentale
utilizzando le (2.15) e (2.19).

6.6. Nodo rigido non puntiforme (asta con tratti rigidi non
coassiali)

Nelle applicazioni professionali, in particolare quando si progettano e-
difici in cemento armato, accade frequentemente che gli assi delle aste con-
vergenti in un nodo non si incontrino in un unico punto. Si pensi ad esem-
pio alla presenza contemporanea di travi emergenti e a spessore, oppure
a pilastri che riseganc in maniera non simmetrica. Quando ’eccentricita
degli assi assume entita rilevante, non piu trascurabile, occorre superare il
concetto di nodo puntiforme e riguardare la zona nodale come una zona
indeformabile di dimensioni finite. Non esistono criteri assoluti per deter-
minare I’ampiezza di essa; un minimo, costituito dall’area delimitata dagli
assi eccentrici (fig.2.21a), pud essere adottato quando si vuole tenere conto
esclusivamente dell’effetto del disassamento; un valore maggiore (fig.2.21b)
puo essere giustificato dal desiderio di valutare anche I'irrigidimento costi-
tuito dalla sovrapposizione delle aste.

|
|
e —

l
f b)
Fig. 2.21 — Nodo rigido non puntiforme

a) dimensioni minime
b) dimensioni massime

Il modo pit semplice per tener conto di nodi rigidi non puntiformi con-
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siste nell’assumere come nodo un punto (arbitrario) dell’area rigida e con-
siderare che ciascuna asta in esso confluente sia dotata all’estremita di un
tratto rigido che va dal punto nodale all’intersezione tra area rigida e asse /'
dell’asta (fig.2.22). Si effettua in tal modo una generalizzazione del caso,
gia descritto, di asta con tratti rigidi all’estremita. La differenza sostanziale
consiste nel fatto che ora ’asse del tratto deformabile non & piu coincidente
con la congiungente gli estremi dell’asta.

l

|

|
7 I

_TRATTO_RIGIDO
NODO

Fig. 2.22 — Schematizzazione del nodo e delle aste

Si consideri un’asta dotata ad entrambe le estremita di tratti rigidi non
coassiali (fig.2.23).

Fig. 2.23 — Asta con tratti rigidi non coassiali
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"no_

7=

Fig. 2.24 — Azioni fondamentali all’estremita
dell’asta e del tratto deformabile

Fyp
My T2

"no__
Sy =

Fig. 2.25 — Componenti rispetto al sistema locale delle azioni
trasmesse agli estremi del tratto deformabile

MI

My
My
NI !

FI

zy
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Yi
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Si indica con £ la distanza tra i nodi (1-2) ed £ la lunghezza del tratto
deformabile (1"-2"). Si indica inoltre con s, £ ed s, £ le cornponent1 del
tratto rigido del primo estremo rispetto agli assi locali ='y’, t, £ e t, £ 4
le analoghe componenti del tratto rigido del secondo estremo con51derate
positive se di verso concorde con tali assi. Con queste posizioni, la lunghezza
del tratto deformabile vale

H e
O = 0(1 4t )2+ (b — 5)7 = = (2.51)
avendo posto
1
VOt - )+ - sy)?

Il tratto deformabile & inclinato, rispetto alla congiungente i nodi di estre-
mité, di un angolo ", fornito da

(2.52)

t, — 8§
tana’ = — Y

= 2.53
1+t — ( )

Nella figura 2.24 & mostrato I’insieme fondamentale di azioni S; e I’ana-
logo insieme di azioni 8} mutuamente trasmesso agli estremi del tratto
deformabile.

Nella figura 2.25 & mostrato I'insieme Sj equivalente ad S, che contiene
le componenti di tali azioni rispetto al riferimento locale z'y’. S} puo
essere ottenuta da S mediante una matrice di trasformazione T" ed una
di rotazione L'}, in maniera analoga a quanto mostrato nel paragrafo 2

4 =LiT"S) (2.54)

Le matrici LY} e T" sono ottenute dalle (2.2) e (2.4), inserendo in esse
Pangolo o e la lunghezza £".

Imponendo la condizione di equilibrio dei tratti rigidi di estremita, si
ottiene una relazione tra gli insiemi S; ed S

]

M, = —F. s, L+ F. s, L+ M,
M, = —F,t, £+ Fy,t, £+ M,

N = F,
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e quindi
S; =C"S;,

con
—syf 5,0 1 0 0

C" = 0 0 0 —t,£ t,¢

0 0 0 0 1
Dalle (2.54) e (2.55) si ottiene infine
S, =C8!

avendo posto
C=C"LjT"

65

(2.55)
0
1 (2.56)
0

(2.57)

(2.58)

Il suddetto prodotto matriciale pud essere effettuato anche analitica-

mente ottenendo in tal modo
€11 Ci2 Ci3
C=lca ¢ 2
C31 €32 C33
con
c11 = 1+ ¢(sy sina” + s, cosa’)
12 = ¢(sy sina” + s, cos ")
13 = (sy cosa” — s, sina" )
a1 = —c(t, sina” +t, cosa”)

c22 = 1~ c(tysina” + ¢, cosa”)

€23 = —(t, cosa’ —t,sina” )L
__csina”

C31 = 7
_ csina”

C3z = 7

¢33 = cos !

(2.59)

La relazione (2.57) coincide formalmente con la (2.44) ottenuta per tratti
rigidi coassiali. L’espressione (2.45) della matrice C si pud ottenere come

caso particolare della (2.59) ponendo

sy =1, =0 Sz =8 t, =
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e quindi

sinag” =0 cosa' =1
5

In maniera perfettamente analoga si possono definire le componenti di 7
movimento fondamentali agli estremi dell’asta, s;, e del tratto deformabile,
8. Si puo facilmente dimostrare, anche in virtt del principio di dualita
dimostrato nel paragrafo 3, che esse sono legate dalla relazione

s] =CTs; (2.60)

Azioni e componenti di movimento agli estremi del tratto deformabile
sono sempre legati tra loro mediante la matrice di rigidezza di tale tratto
k". La matrice di rigidezza dell’asta k; & pertanto fornita ancora formal-
mente dalla (2.48), ricavata per tratti rigidi coassiali, inserendo in essa
’espressione qui ricavata per la matrice C.

7. Azioni di incastro perfetto

Nei paragrafi precedenti si sono esaminate le relazioni esistenti tra azioni
e componenti di movimento di estremita in un’asta non soggetta a carichi
nei punti interni (cio¢ diversi da quelli di estremitd). Per completare lo
studio dell’asta occorre perd valutare anche le azioni che insorgono agli
estremi per effetto di carichi o distorsioni termiche applicate all’interno
dell’asta, quando il movimento dei suoi estremi & impedito. Per evidenziare
questo vincolo, tali azioni sono dette aziont di incastro perfetto.

Cosi come indicato in generale per le azioni di estremita, anche quelle
di incastro perfetto possono essere descritte mediante le sei componenti
rispetto al sistema di riferimento globale, mostrate col loro verso positivo
nella figura 2.26 e racchiuse nel vettore S,.

Per determinarne il valore & perd sempre piu comodo operare nel sistema
di riferimento locale e descriverle quindi mediante le componenti mostrate
in figura 2.27 e racchiuse nel vettore S,. La trasformazione dall’uno all’altro
insieme & possibile mediante la relazione (2.1) e la sua inversa.

Le azioni di incastro perfetto possono in generale essere calcolate me-
diante le equazioni differenziali (2.9) e (2.10), imponendo come condizione
ai limiti annullarsi di spostamento e rotazione nei punti di estremita. La
loro determinazione & ancora pitt immediata nei casi in cui sono disponibili
relazioni algebriche tra carichi e deformazioni per schemi di trave semplice-
mente appoggiata. Poiché questo modo di procedere & fin troppo noto, si
ritiene inutile approfondire in questo testo i passaggi necessari, concettual-
mente semplici ma in alcuni casi analiticamente complessi. Nei paragrafi
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\F'\u S, = _,z‘
F,,
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—.J<1' Fyz

X Myl

Fig. 2.27 — Auzioni di incastro perfetto nel riferimento locale

successivi sono quindi riportate direttamente le formulazioni finali per nu-
merosi schemi di carico, relative al caso di asta con sezione costante e per
la quale si trascura ’aliquota di deformazione dovuta al taglio. Per i casi
particolari di aste mostrati in precedenza sono riportate solo le espres-
sioni relative ad un carico uniforme ortogonale all’asse; per carichi agenti
nella direzione dell’asse valgono ancora le formulazioni dell’asta a sezione
costante.
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7.1. Carichi uniformemente distribuiti su tutta 1’asta

Si prende in considerazione un carico uniformemente distribuito ¢ agente

su tutta l’asta, in direzione ortogonale all’asse, ed un carico n agente in
direzione dell’asse. I versi positivi di tali carichi, concordi con quelli del

sistema locale di riferimento, sono mostrati nella figura 2.28.

Fig. 2.28 — Carichi uniformemente distribuiti su tutta l’asta

11 vettore che racchiude le componenti delle azioni di incastro perfetto

nel riferimento locale & fornito dalle ben note espressioni

_ 0 - _ ¢
_t 2
2
62
P 0
— 12
0 L
2
£
2
2
£ 0
- 12 A N -

7.2. Carichi concentrati in un punto dell’asta

Si prendono in considerazione una forza di componenti F, ed Fy rispetto
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al sistema locale ed una coppia M,, applicate in un punto dell’asta posto
a distanza zo dal primo estremo (fig.2.29).

F
>Y(>/Fx
MZ azfg
\ y2
b=1-a
149

Fig. 2.29 — Carichi concentrati in un punto dell’asta

Le azioni di incastro perfetto sono funzione dei carichi, della lunghezza
dell’asta e delle grandezze adimensionali @ e b che individuano il punto di
applicazione dei carichi e sono fornite dalle espressioni

r 0 I r ___b 9 3 0 )
—b2(1 + 2a) 0 69—;
_ —ab?¢ 0 b(2a —b)
Se = F, + F, + M. (2.62)
0 —-a 0
—a?(1 + 2b) 0 _g%
£
L ot L 0 La(2b—a) |

7.3. Carichi distribuiti con andamento lineare su parte dell’asta

Si considera un carico distribuito agente in direzione ortogonale all’asse
dell’asta, variabile linearmente dal valore ¢; al valore g,, ed applicato sulla
parte di essa compresa tra le ascisse z; ed z, (fig.2.30). Per valutarne
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&

1 %\_ *},"L N

X

Fig. 2.30 — Carico linearmente distribuito su parte dell’asta

Peffetto, esso pud essere considerato come somma di due carichi triangolari,
il primo variabile da ¢; a 0, il secondo da 0 a gs.

Si definiscono le seguenti grandezze adimensionali, dipendenti dalla po-
sizione e dall’ampiezza del tratto in cui & applicato il carico

3 T +$2/2
= - — 8; =3—-2r
T1 5 ; 1 1
ry = 2 +£x1/2 8, = 3 — 2ry (2.63)
t = To — Ty

L

ed inoltre fi, g1, by ed fa, g2, ho valutate rispettivamente in funzione di
ri, 51 ed ry, s, mediante le espressioni

t
f(r,s,t) = > [40r%s + (2t — 307 + 15)]

t
g(r,s,t) = 3 [20rs2 — £2(2t — 30r + 30)] (2.64)
h(r,s,t) = 3f - 29

Tutte queste grandezze assumono valore unitario quando il carico & ap-
plicato all’intera asta, cioé quando z; =0 ed z2 = £.
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Le azioni di incastro perfetto nel riferimento locale sono quindi fornite

da

r 0 T i 0 7
~207'1t+h1 e _1082t"h2 )
60 60
_ f162 _ 92
= 20 30
Se = @+ 92 (2.65)
0 0
_ 1031t - h]_ ) _207'2t - h2 )
60 60
9:£ fo£?
! 30 . i 20 ]

7.4. Variazioni termiche

Si considera una variazione termica, applicata in maniera uguale lungo
tutta I’asta, costituita da un’aliquota AT, costante per tutti i punti della
sezione ed un’aliquota AT, variabile linearmente, a farfalla (fig.2.31).

S 2

Fig. 2.31 — Variazioni termiche

La variazione termica uniforme & considerata positiva quando corrispon-
de ad un incremento di temperatura. La variazione a farfalla & positiva
quando si ha un incremento di temperatura sull’estremo della sezione posto
nel verso positivo dell’asse y' (cioé superiormente nella figura). L’effetto
della variazione termica sull’asta incastrata dipende dal coefficiente di de-
formabilita termica o e dalle caratteristiche geometriche della sezione tra-

= “
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sversale dell’asta, espresse mediante l’altezza H, ’area A ed il momento
d’inerzia I. Le azioni di incastro perfetto sono fornite da

- Edo 1 0
0 0

Ela

- 0 -
—~FAa 0
0 0

0 _Ela

T 7

7.5. Effetto della deformazione dovuta al taglio

Si prenda nuovamente in esame 1’asta soggetta ad un carico ¢ uniforme-
mente distribuito, ortogonale all’asse. Per valutare le azioni di incastro
perfetto tenendo conto anche della deformazione dovuta al taglio si puo
partire dallo schema di trave semplicemente appoggiata ed applicare ad
esso due coppie tali da annullare la rotazione degli estremi. Per la sim-
metria geometrica e di carico, il taglio provocato da ¢ ha un andamento
lineare emisimmetrico. Le deformazioni da esso provocate nella parte de-
stra dell’asta sono quindi uguali ed opposte a quelle provocate nella parte
sinistra e non provocano rotazione degli estremi. Sempre per la simme-
tria, le coppie necessarie per la congruenza sono uguali ed opposte e non
provocano taglio. Di conseguenza, le azioni di incastro perfetto sono, per
questo caso come per qualunque altro schema di carico che rispetti la sim-
metria, identiche a quelle determinate trascurando la deformazione dovuta
al taglio.

7.6. Asta con cerniere all’estremita

Per lo schema di asta a sezione costante con una cerniera al primo
estremo, soggetta ad un carico uniformemente distribuito ¢ ortogonale
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all’asse, trascurando l’effetto della deformazione dovuta al taglio si ha

w2
~
I

Se entrambi gli estremi sono incernierati si ha infine

2]
o
I

- 0
£

2

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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7.7. Trave su suolo elastico alla Winkler

Si prende in esame un’asta poggiata su un suolo alla Winkler, di costante

elastica c. Si indica con b la larghezza della superficie di contatto col suolo. .
Se la trave & libera agli estremi, un carico ¢ uniformemente distribuito
ortogonale al suo asse provoca uno spostamento nella direzione di appli-

cazione uguale in tutti i punti e pari a 9 Le azioni di incastro perfetto
devono essere tali da annullare questo spostamento, cioé da provocare uno
spostamento — 2 Possono essere quindi determinate mediante la matrice

¢
di rigidezza nel sistema locale, con
-0

ch

S, =k, q (2.70)

ch

7.8. Asta con tratti rigidi

Si prende in esame l’asta con tratti rigidi coassiali di estremita, gia
mostrata nella figura 2.18. Con i simboli ivi indicati, e considerando agente
un carico ¢ uniformemente distribuito ortogonale all’asse, si ha

_ .-
—§(1+s~t)
eZ

—-—— 2z

12
2.71
0 ( )

el
I
<

—§(1~s+t)
¢

L 122

4
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con
zp=(1-s5—1t)>+6s(1—s—1t)+6s

2.72
7= (1—s—1t)* +6t(1—s—1t)+6t° (2.72)

8. Relazione tra carichi, azioni e componenti di movimento
di estremita

Nei paragrafi precedenti si ¢ mostrata la relazione lineare che esiste tra
azioni e componenti di movimento di estremita in assenza di carichi interni
all’asta, sintetizzata mediante la matrice di rigidezza. Si sono poi fornite le
espressioni per valutare le azioni che nascono, per effetto dei carichi, negli
estremi dell’asta impediti al movimento. Poiché con le ipotesi inizialmente
formulate & valido il principio di sovrapposizione degli effetti, si possono
combinare i risultati ottenuti, scrivendo le relazioni generali che legano
carichi, azioni e componenti di movimento di estremita

nggg +kg Se

_ (2.73)
S, =8, tky s

valide rispettivamente nel riferimento locale e in quello globale. Queste
relazioni costituiscono la base di partenza per la scrittura del sistema di
equazioni di equilibrio, come mostrato nel successivo capitolo. Mediante
esse, inoltre, una volta determinati i valori delle componenti di movimento
che soddisfano tali equazioni & possibile determinare ’entita delle azioni
che insorgono agli estremi di ciascun’asta e quindi anche le caratteristiche

di sollecitazione nei punti interni ad essa.

9. Determinazione delle caratteristiche di sollecitazione nei
punti interni dell’asta

Nel paragrafo 4 si sono scritte le relazioni generali che legano carichi,
componenti di movimento e caratteristiche di sollecitazione nei punti in-
terni dell’asta. La conoscenza delle componenti di movimento e delle azioni
nodali consente di scrivere le condizioni ai limiti necessarie per la determi-
nazione di quelle grandezze. L’entitd delle caratteristiche di sollecitazione
pud perd essere determinata in maniera immediata, perché nell’asta le
azioni nodali ed i carichi interni costituiscono un insieme equilibrato di
forze. Nella generica sezione a distanza z dal primo estremo, lo sforzo nor-
male, il momento flettente ed il taglio possono quindi essere calcolati come

gy
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risultante delle forze (nodali ed interne) agenti alla sinistra della sezione.
Essendo valido il principio di sovrapposizione degli effetti, si possono valu- .,
tare separatamente le aliquote dovute alle azioni nodali ed ai singoli carichi,”
interni. Per comodita del lettore si riportano nel seguito le relative for-
mulazioni, valide con la simbologia e la convenzione dei segni definite in
precedenza.

Azioni di estremita.

N(z) = -F,
M(z) = Fyz — My,
T(:t:) = F-;l

Carichi uniformemente distribuiti su tutta 1’asta.

N(z) = —nz
M(z) = gg-—
T(z) =gz

Carichi concentrati in un punto deli’asta.

per = >
N(z) = -F,
M(z)=F,(z—z0) - M,
T(z)=F,

Carichi distribuiti con andamento lineare su parte dell’asta.

ponendo

Axlzx—zl sz:x_xz

T —

A =z, — x4 U= —
Ty — Iy
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sihaperz; <z <z,

eper r > z,

T0:471+42A

2

2 1 A?
Mo=(2qi+2q) =
0 (3‘11+3Q2) 5

M(x) = TO sz + Mo

T(z) =T,

Le espressioni innanzi riportate valgono per tutti i tipi di asta, sia che
gli estremi siano solidali al nodo oppure incernierati e che si tenga conto, o
no, della deformazione a taglio. Solo il caso di trave su suolo elastico alla
Winkler si presenta differente, perché in esso bisogna tener conto anche
dei carichi trasmessi dal terreno, proporzionali agli spostamenti e quindi
non noti a priori. In tale situazione ¢ quindi necessario rifarsi alle relazioni
generali, con criterio analogo a quello seguito per la determinazione della
matrice di rigidezza. In particolare, spostamenti e caratteristiche di sol-
lecitazione sono fornite dalle (2.32), nelle quali vanno inseriti i valori delle
costanti di integrazione determinati mediante la (2.34) in base ai valori
degli spostamenti di estremita.






CAPITOLO TERZO

L’INSIEME PIANO DI ASTE

1. Generalita

La prima tipologia strutturale che si prende in esame ¢ denominata
insieme piano di aste perché costituita da nodi tutti appartenenti ad un
piano, collegati da aste la cui sezione retta & simmetrica rispetto a tale
piano. I carichi agenti sui nodi o sulle aste sono anch’essi simmetrici rispetto
al piano e provocano quindi spostamenti contenuti in esso.

Nell’esaminare questa tipologia, si userd sempre come riferimento la
terna ortogonale destrorsa zyz, che contiene nodi ed aste nel piano zy,
gid presentata nel capitolo precedente e denominata sistema di riferimento
globale (fig.3.1). Poiché, salvo specifica indicazione contraria, tutte le gran-
dezze utilizzate in questo capitolo sono riferite a questa terna, si omettera
in seguito il pedice g che nel capitolo precedente era stato utilizzato come
segno distintivo rispetto a grandezze riferite al sistema locale o all’insieme
fondamentale.

Le aste della struttura sono contraddistinte da numeri consecutivi. Si
indichera con 7 I’asta generica, con m il numero totale di aste. Per ciascuna
di esse valgono le ipotesi formulate nel capitolo precedente. Ogni asta &
collegata all’estremitd a due nodi; ’insieme delle informazioni relative ai
collegamenti aste-nodi della struttura &¢ denominato tabella di incidenza
delle aste (un esempio & mostrato piu avanti nella figura 3.7).

Anche i nodi sono contrassegnati con numeri consecutivi. Si indichera
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“h

asta j

o

AN

\. nodo i

Fig. 3.1 — Insieme piano di aste — sistema di riferimento globale

con 1 il nodo generico, con n il numero totale di nodi. Ciascun nodo &
supposto puntiforme, cioé privo di dimensioni fisiche ovvero coincidente
con un punto geometrico; la sua posizione ¢ individuata mediante le coor-
dinate = ed y. L’eventuale presenza di zone rigide di dimensioni finite
all’incrocio delle aste pud essere schematizzata considerando come nodo un
punto qualsiasi della zona di incrocio, ed aggiungendo agli estremi delle
aste tratti di connessione infinitamente rigidi (fig.3.2).

NODO PUNTIFORME

\__ZONA RIGIDA

|
|
|
1

Fig. 3.2 — Schematizzazione nel caso di zone nodali rigide non puntiformi

In generale, una struttura puo essere costituita da nodi-cerniera o da
nodi rigidi. Il primo termine indica che le aste che confluiscono nel nodo
sono libere di ruotare, ciascuna indipendentemente dalle altre, e non tra-
smettono mutuamente azioni flettenti (fig.3.3a). Questo modello & utiliz-
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zato per le travature reticolari nelle quali le aste, pur non essendo rigo-
rosamente incernierate, lavorano sostanzialmente a sforzo assiale consen-
tendo quindi di trascurare per semplicita di calcolo le sollecitazioni flesso—
taglianti. Il movimento dei nodi—cerniera consiste solo in uno spostamento,
individuato in uno schema piano mediante le due componenti v, e v, .

N

|
Y
AN

|
ky
N
N o)

7
N

Fig. 3.3 — a) nodo—cerniera
b) nodo rigido

Col termine nodo rigido, o meglio “connesso rigidamente alle aste”,
si indica che spostamento e rotazione del nodo coincidono con quelli delle
aste in esso confluenti (fig.3.3b). Questo modello & utilizzato nelle strutture
intelaiate, nelle quali la trasmissione di azioni flettenti tra le aste & essenziale
per I’assorbimento dei carichi esterni. Poiché il presente testo & finalizzato
all’analisi di questa tipologia, si suppone nel seguito che tutti i nodi siano
rigidi. Questa ipotesi non inficia comunque la generalita della trattazione.
L’eventuale presenza di un nodo cerniera pud infatti essere efficacemente
descritta con l’ausilio di elementi che dispongano di tale grado di vincolo
all’estremita convergente nel nodo in questione (fig.3.4a).

y
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DR

ASTA CON CERNIERA
DI ESTREMITA

v I
NODO RIGIDO
/ PUNTIFORME /

S

b)

Fig. 3.4 — Utilizzazione di aste con cerniere di estremita

a) per simulare un nodo cerniera

b) in presenza contemporanea di aste vincolate rigidamente

YA
Fy
le
_@ in
NoDO i
=y
Fig. 3.5 — Auzioni sul nodo rigido
i\
1’21
H— —— — -
Vi
NODO i
&

Fy,
Ri=| F,
M,,

Fig. 3.6 — Componenti di movimento del nodo rigido
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Va anzi osservato come una siffatta impostazione consenta, con estrema
facilita e senza variazione alcuna dell’impostazione generale del problema,
di contemplare anche il caso pill generale della confluenza in uno stesso
nodo di aste vincolate rigidamente ed aste incernierate (fig.3.4b).

Le azioni applicate dall’esterno o trasmesse dalle aste al generico nodo ¢
di uno schema piano possono essere definite mediante una forza comunque
diretta ed una coppia, cioé con le componenti rispetto al sistema di riferi-
mento globale mostrate col loro verso positivo nella figura 3.5 e racchiuse nel
vettore R;. In maniera duale, il suo movimento & definito dalle componenti
mostrate nella figura 3.6 e racchiuse nel vettore r;.

Per analizzare la struttura, occorre conoscere se ciascun nodo & libero
o se esistono vincoli esterni che ne limitano il movimento. In generale pud
essere presente un vincolo qualsiasi, ad esempio un carrello che impedisca lo
spostamento in una direzione inclinata rispetto agli assi. Tuttavia nelle ap-
plicazioni svolte nel testo verranno considerati solo vincoli, rigidi od elastici,
immediatamente corrispondenti alle componenti di movimento definite.

Nelle strutture sono possibili anche vincoli mutui tra i nodi. Nel caso
di un edificio, una situazione del genere & provocata dagli impalcati, che
presentano quasi sempre una elevata rigidezza nel loro piano (usualmente
orizzontale). Nello schema piano che qui si esamina si considerano quindi
possibili vincoli mutui che impongano ’uguaglianza degli spostamenti oriz-
zontali di gruppi di nodi.

2. Azioni e componenti di movimento degli estremi delle aste

Come gia illustrato nel capitolo precedente, le azioni applicate agli estre-
mi della generica asta 7 sono costituite da una forza, individuata mediante
le due componenti rispetto al sistema di riferimento globale, ed una coppia
per ciascuno dei due estremi. Queste sei componenti sono raggruppate nel
vettore S;.

In analogia a quanto fatto per la singola asta, si puo definire per un
insieme piano di m aste il vettore di azioni di estremitd S che ha come
componenti ’insieme ordinato dei vettori azioni agli estremi di ogni asta;
I'ordine assunto per tali vettori coincide con quello definito mediante la
numerazione delle aste



84 Parte prima — Capitolo terzo

In maniera duale, le componenti di movimento degli estremi della ge-
nerica asta j sono costituite dalle due componenti di traslazione e dalla

rotazione dei due estremi, raggruppate nel vettore s;. Per 'insieme piano
di aste, si pud definire il vettore di componenti di movimento degli estre- ’

mi s che & costituito dall’insieme ordinato dei vettori spostamento delle
estremitd di ogni asta

5
s= |8, (3.2)
8m

L’introduzione di queste entitd vettoriali non fornisce alcuna informa-
zione aggiuntiva rispetto a quelle gid disponibili per il singolo elemento
asta. In particolare, con essa non si tiene ancora conto della presenza
di connessioni mutue né della presenza di vincoli esterni. Consente perd
notevoli semplificazioni formali nell’analisi del problema.

Si osservi come la simbologia adottata coincida, a meno del pedice 7,
con quella delle singole aste. Pertanto, nel seguito, la mancanza di tale
pedice indichera che le relazioni sono riferite, invece che ad una asta, ad un
loro insieme piano.

Nel capitolo precedente si ¢ mostrato come la relazione fra carichi in-
terni, azioni e componenti di movimento degli estremi della generica asta j
si concretizza, mediante la definizione del vettore azioni di incastro perfetto
e della matrice di rigidezza dell’asta stessa, nell’espressione matriciale

S; = S; +k,s;

Tale relazione pud essere formalmente estesa all’insieme piano di aste,
eliminando il pedice j e scrivendo

S=S+ks (3.3)

Il vettore S, analogamente a quanto visto per S ed s, & semplicemente
wn raggruppamento delle azioni di incastro perfetto delle singole aste. Allo
stesso modo, anche la matrice di correlazione k & ottenuta assemblando le
matrici di rigidezza corrispondenti, nell’ordine definito dalla numerazione

i
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delle aste
rk, 0 ... 0 ... 01
0 ks, 0 0
k=19 o .. k, ... 0 (3:4)
L O 0 0 k,, |

3. Le incognite del problema

Nel metodo degli spostamenti le incognite del problema sono costituite
dalle componenti di movimento dei nodi della struttura. Se non esistessero
vincoli esterni o vincoli mutui tra i nodi, tali componenti sarebbero tutte
ammesse. Le incognite del problema sarebbero quindi individuate dal vet-
tore spostamenti nodali

r;

Ty

che racchiude le componenti di movimento di tutti i nodi della struttura,
nell’ordine definito dalla numerazione dei nodi stessi.

Non & pero possibile prendere in esame una struttura i cui nodi siano
tutti liberi. Essa sarebbe infatti labile e, anche se soggetta ad un insieme di
carichi in equilibrio, i suoi spostamenti sarebbero indeterminati in quanto
definiti a meno di un moto rigido. E pertanto necessaria la presenza di
vincoli esterni che annullino alcune componenti di movimento, che non
vanno computate nel numero delle incognite. Il vettore spostamenti nodali
racchiudera quindi solo le componenti di movimento compatibili coi vincoli.

Si consideri come esempio la struttura mostrata in figura 3.7, costituita
da quattro aste e cinque nodi.

Se essa fosse, per assurdo, priva di qualsiasi vincolo presen-
terebbe 3 x 5 = 15 gradi di liberta. La presenza di un carrello nel nodo
1, consentendo solamente rotazione e traslazione orizzontale, rende nulla, e
quindi nota a priori, la componente verticale dello spostamento nodale. La
presenza di un incastro nei nodi 4 e 5 rende nulle, e quindi ancora una volta
note, le tre componenti del moto di tali nodi. Il numero delle incognite del
problema risulta pertanto ridotto a 15 — 1 — 2 x 3 = 8.
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YA
1 m e A 3 Tabella di incidenza delle aste
g estremo
‘ asta | 1 2
1 1 2
2 2 3
3 2 4
S
7 "1 4| 3| s
—B>
X

Fig. 3.7 — Schema di struttura con aste deformabili estensionalmente

Nel caso in esame, il vettore spostamenti nodali & pertanto costituito da

[ 0,5 ]

Una ulteriore riduzione delle incognite & determinata dalla introduzione
di vincoli mutui fra i nodi. E il caso, gia citato, della presenza di im-
palcati infinitamente rigidi in uno schema intelaiato spaziale, ovvero di
traversi orizzontali indeformabili estensionalmente in uno schema piano.
Tale circostanza determina 'uguaglianza delle componenti in direzione
degli spostamenti dei nodi appartenenti al traverso e quindi la sostituzione
di pil incognite (gli spostamenti orizzontali dei nodi) con una sola (lo
spostamento orizzontale del traverso). Il vettore spostamenti nodali, che
individua le incognite, sard costituito da

t
ry
r— 1. (35)

avendo indicato con t il vettore che contiene gli spostamenti orizzontali
dei traversi, nell’ordine a questi attribuito, ed rj ...r, le componenti di
movimento dei nodi non soggette a vincoli esterni o mutui.

7
Vil
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Inodi 1, 2, 3 sono
collegati da un tra-
4 Sl verso inestensibile

B
X

Fig. 3.8 — Schema con traverso orizzontale indeformabile estensionalmente

Nella figura 3.8 & mostrato uno schema che differisce da quello dell’esem-
pio precedente solo per il fatto che i nodi 1, 2 e 3 fanno parte di un traverso
inestensibile. In tal caso gli spostamenti v,,, v,5 e v,3 devono essere uguali
e possono denominarsi ¢;. Il numero di incognite si riduce quindia 8—2 = 6
e si ha

_ tl -
0z1
vy2
r—=
0z2
’Uys
L 0,5
=
0
% ) V23 077, Vzz43
a) b)

Fig. 3.9 — Vincoli esterni o mutui in direzione inclinata
a) carrello su un piano inclinato
b) traverso inestensibile non orizzontale

g
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L’impostazione qui seguita nella individuazione delle incognite & molto
generale ma non si adatta ad alcune situazioni che possono verificarsi, sia
pur raramente, nella pratica professionale. Un primo caso & quello di vincoli ,~
esterni che impongono spostamenti in direzioni prefissate (fig.3.9a); un altro
& quello di traversi inestensibili inclinati che vincolano mutuamente i nodi
in una direzione diversa dall’orizzontale (fig.3.9b).

Per entrambi si dovrebbe assumere come componente di movimento
incognita la traslazione nella direzione in questione, che non coincide con
quella degli assi coordinati. Ad esempio, nello schema descritto dalla figura
3.10, nel quale il nodo 6 & vincolato da un carrello non orizzontale ed i
nodi 1, 2 e 3 sono collegati da un traverso inestensibile inclinato, il vettore
spostamenti nodali incogniti ¢ costituito da

F 1y ]

Rz WO, °%
Ay

Fig. 3.10 — Schema con carrello inclinato e traverso
inestensibile non orizzontale
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In tutto il testo verrd mantenuta la prima impostazione, assumendo
sempre come incognite le componenti di traslazione in direzione degli assi
coordinati. La teoria sviluppata non viene perd inficiata da questa limi-
tazione; nel corso dell’esposizione si mostreranno quindi le variazioni ap-
plicative che si dovrebbero effettuare per rimuoverla.

4. Relazione tra incognite, componenti di movimento dei nodi e
componenti di movimento degli estremi delle aste

Per quanto detto nel paragrafo precedente, le componenti di movimento
del generico nodo ¢ sono nulle (se impedite da un vincolo) oppure coincidenti
con una delle incognite. Esiste quindi una relazione lineare tra il vettore
componenti di movimento del nodo r; ed il vettore spostamenti nodali r,
che pud esprimersi mediante una matrice di corrispondenza a; con

r,=ar (3.6)

Ad esempio, per lo schema di figura 3.8 si ha

1 00 00O
a, = 000 00O
(01000 0
1 0 0 0 0 O]
a; = 001 00O
0 0 010 0
1 0 0 0 0 O]
a; = 000010
|0 0000 1
0 0 0 0 0 O]
a,=as= (0 0 0 0 0 O
0 0 000 O

Per P'impostazione adottata, tutti i termini delle matrici a; sono nullt
oppure unitari. Inoltre, pud essere diverso da zero solo un termine per ogni
riga della matrice. Per questi motivi, nelle applicazioni concrete mediante
elaboratori elettronici le informazioni fornite dalla matrice a; possono essere
contenute, con un minor ingombro di memoria, in un vettore n;, avente
lo stesso numero di righe (vettore di corrispondenza). L’unico termine di

gy
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ciascuna riga assume il valore O se tutti i termini della riga di a; sono nulli,
ovvero il valore k, se k & il numero d’ordine della colonna che contiene il .,
valore 1, cioé se I'incognita corrispondente alla componente di movimento ,*
in questione & in posizione k nel vettore r. Nel caso in esame i vettori di
corrispondenza sono

1 1 1 0
n; = |0 n,= |3 n3= |5 n,=n;= |0
2 4 6 0

Questa semplificazione non & invece attuabile quando si ammettono
come incognite le componenti di traslazione in direzione inclinata rispetto
agli assi. Ad esempio, per lo schema di figura 3.10 la matrice a; vale

cose 0 0O 0 0 0 0 0 O
a;= |sina 1 0 0 0 0 0 0 O
0 01 000 O0OO0TO

e contiene i termini sina e cos &, perché la traslazione t; contribuisce in
tale proporzione agli spostamenti in direzione z ed y; inoltre la seconda riga
contiene due termini non nulli, perché sia ¢; che v,; provocano spostamento
verticale.

Poiché la connessione nodo—asta & rigida, le componenti di movimento
(nel riferimento globale) degli estremi di un’asta coincidono con le compo-
nenti di movimento dei nodi di estremita. Per la generica asta 7, che collega
i nodi 7 e k, si pud scrivere quindi la relazione

r.
s.’n - [ , }
T

che impone la congruenza tra gli estremi dell’asta 7 ed i nodi 7 e k. Da
questa, utilizzando la (3.6) si ricava la relazione tra le componenti di movi-
mento degli estremi dell’asta e le incognite

a;
8; =
ag

che pud essere estesa all’intero insieme di aste, ottenendo

s=ar (3.7)
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La matrice a & costituita dalle coppie a; a, relative a tutte le aste che
compongono la struttura, nell’ordine definito dalla loro numerazione. Essa
indica quale incognita corrisponde a ciascuna componente di movimento
di estremitd di un’asta ed impone quindi globalmente la congruenza tra
estremi delle aste e nodi; per tale motivo & detta matrice di congruenza.

Nell’esempio gia citato, in base alla tabella di incidenza mostrata nella
figura 3.7 e valida anche per lo schema a traversi inestensibili della figura
3.8, si ottiene
a3
Az
az
as
az
a4
a3
LAy J

5. Le azioni nodali

Per il generico nodo 7 dello schema strutturale si ¢ definito il vettore R;,
che contiene le componenti nel riferimento globale delle azioni ad esso appli-
cate dall’esterno, o trasmesse dalle aste che vi confluiscono. Prescindendo
per un attimo dalla presenza di vincoli esterni o mutui, questa definizione
pud essere estesa all’intero insieme di nodi, introducendo un vettore azioni

nodali R
R,

R= R,'
R,
che racchiude le azioni applicate a tutti i nodi della struttura, nell’ordine
definito dalla numerazione dei nodi stessi.

Non tutte le azioni nodali sono perd rilevanti ai fini della scrittura del
sistema di equazioni che regola I’equilibrio dello schema. In presenza di
vincoli esterni, non ha senso prendere in esame quelle azioni che vengono
assorbite direttamente dai vincoli. Il vettore azioni nodali conterra quindi

solo le azioni non corrispondenti ai vincoli, cioé le azioni duali delle com-
ponenti di movimento incoghnite.

"ty
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Ad esempio, per lo schema di figura 3.7 il vettore R contiene 8 elementi,
corrispondenti agli 8 gradi di liberta ammessi

- -

z1
le
FmZ
Fye
Mz2
F$3
Fys
LM, 5 |

La presenza di vincoli mutui tra i nodi, come quelli provocati da impal-
cati orizzontali planimetricamente indeformabili e da traversi inestensibili,
riduce ulteriormente il numero di elementi del vettore azioni nodali. Si
osserva infatti che all’equilibrio di un traverso partecipano contemporanea-
mente tutte le forze orizzontali applicate ai nodi che ad esso appartengono.
Il vettore azioni nodali conterra quindi direttamente la loro somma e sara

costituito da
T

R;

R=1|--- (3.8)
R,

avendo indicato con T il vettore che contiene le somme delle forze orizzontali

applicate ai nodi dei traversi, nell’ordine a questi attribuito, e con R} ... R/,

le componenti di azioni nodali non corrispondenti a vincoli esterni o mutui.

Cosi, per lo schema di figura 3.8 si indica con T; la somma delle forze
orizzontali F,, F,5, Fy3 e sl ha

- Tl -—
le ’

— Fy2

R - Mz2
F,q

L M, 5

Le azioni racchiuse nel vettore definito dalla (3.8) possono essere sia
applicate ai nodi direttamente dall’esterno che trasmesse ad essi dalle aste.
Nel seguito si utilizzera il simbolo R per indicare ’azione totale esercitata,
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ed i simboli R, ed R, per indicare rispettivamente le azioni esterne e quelle
derivanti dalle aste. Si ha pertanto

R =R, +R, (3.9)

6. Relazione tra azioni nodali ed azioni agli estremi delle aste

Le componenti delle azioni applicate al generico nodo 7, contenute nel
vettore R;, possono essere assorbite direttamente da un vincolo oppure
contribuire ad una delle componenti delle azioni nodali R. Il contributo di
R; ad R ¢ fornito da una relazione lineare che puo essere espressa mediante
una matrice. Si pud facilmente constatare che tale matrice ¢ la trasposta
della matrice di corrispondenza a; definita nel paragrafo 4. Si pud scrivere
quindi

R'=al R, (3.10)

Al primo membro di questa relazione si & utilizzato il simbolo R’ (anziché
R), per evidenziare che le azioni fornite dal prodotto al R sono solo
un’aliquota delle azioni nodali R.

Se si applica la (3.10) al nodo 1 dello schema di figura 3.8, per il quale

Ty 1 00
M, 0 01 P
_ | Fy2 r_ |0 0 O _ =
R= 1, "7 1o o0 o0 R, = AF/'[“
Fys 0 00 21
Mz3 0 0 0

si constata che F;; ed M,; contribuiscono rispettivamente alla prima ed
alla seconda delle azioni nodali, mentre Fy;; non da alcun contributo perché
assorbita direttamente dal carrello.

Le azioni esercitate agli estremi delle aste sono sempre azioni mutue tra
asta e nodo; quelle esplicate dal nodo sull’asta sono quindi uguali in valore
e di verso opposto rispetto alle azioni esercitate dall’asta sul nodo. Se si
indica con R,;; ’azione esercitata dall’asta 7 sul nodo ¢, per un’asta di

estremi ¢ e k si ha R
o aji
S; = [Rajk }

nella quale il segno meno sta proprio ad indicare la differenza di segno tra
azioni dell’asta sul nodo e del nodo sull’asta.
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Il contributo dell’asta j alle azioni nodali R/ & somma delle aliquote
dovute a R,;; ed R, ;x, pari rispettivamente ad a R, ed al Rgji, ed &
quindi fornito dalla relazione

R, =- [af af] S,

nella quale si indica con [a?w af] la matrice ottenuta unendo in sequenza
le due matrici al ed al .
Il contributo complessivo di tutte le aste & pari alla somma dei singoli
contributi, e pertanto
R,=-a" S (3.11)

essendo a” la matrice contenente le trasposte delle coppie a; a; relative a
tutte le aste e quindi essa stessa la trasposta della matrice a definita nel
paragrafo 4.

Questa relazione si sarebbe potuta ricavare immediatamente dalla (3.7)
per il principio di dualita dimostrato nel capitolo precedente.

7. Relazione tra carichi, azioni nodali e spostamenti nodali

La relazione (3.3) mostrata nel paragrafo 2 indica che le azioni S eser-
citate dai nodi alle estremitd delle aste sono somma di una aliquota che
insorge per effetto dei carichi interni alle aste quando il movimento dei loro
estremi & impedito ed un’altra linearmente proporzionale agli spostamenti
di tali punti. Accoppiando ad essa le espressioni (3.7) e (3.11) & possibile
trovare una analoga relazione tra azioni nodali esercitate dalle aste, carichi
interni e spostamenti nodali. Si ha

R,=-a" S=-aTS-aTkar

e quindi sinteticamente

R,=R,-Kr (3.12)

avendo indicato con R, il vettore azioni nodali di incastro perfetto, cioe
I’insieme di azioni che vengono trasmesse dalle aste ai nodi bloccati in
conseguenza ai carichi interni alle aste

R, =-a"Ss (3.13)
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e con K la matrice di proporzionalita lineare tra spostamenti nodali ed
azioni nodali che viene denominata matrice di rigidezza della struttura

K=aTka (3.14)

In forma esplicita, per uno schema con h componenti di movimento
incognite la (3.12) diviene

i al- -Ral- FKll s Klq PR th- -7'1-
Rio | _|Ban| _ | K o o Ky o Kp,

.. Tq
-Ra,h- -Ra.h- -Khl th Khh- L T J

e la generica riga p si scrive
Rap =—Rap - (Kpl ry +...+qu rq+...+Kph Th)

Il termine K,, della matrice di rigidezza rappresenta quindi 1’azione
p-esima esercitata dal nodo alle aste (e, cambiando il segno, dalle aste al
nodo) per effetto dello spostamento g—esimo unitario, in assenza di carichi
e con tutti gli altri spostamenti nulli. Esso racchiude i contributi di tutte
le aste che sono in grado di esercitare ’azione p in conseguenza allo sposta-
mento ¢, ovvero delle aste che collegano i nodi cui si riferiscono 1’azione e lo
spostamento. Se questi sono relativi ad uno stesso nodo, i contributi sono
forniti da tutte le aste che convergono in esso; se sono relativi a due nodi
non collegati direttamente da aste, il termine K, € nullo.

In una qualsiasi struttura, ciascun nodo & collegato solo a pochi altri
nodi. Di conseguenza i termini della matrice di rigidezza non nulli sono
pochi (rispetto al numero totale di termini) e la loro posizione dipende
dalla numerazione delle incognite. Il criterio assunto nel paragrafo 3 &
basato sostanzialmente sulla numerazione dei nodi. Di conseguenza, se 1
nodi di una struttura sono conteggiati in modo che per ogni asta i nodi di
estremita abbiano numeri prossimi tra loro, i termini non nulli della matrice
di rigidezza si troveranno racchiusi in una ristretta banda a cavallo della
diagonale principale (fig.3.11). Si denomina ampiezza di banda il massimo
numero di termini di una riga racchiusi tra il primo e 1’ultimo non nullo
(estremi compresi). Con ampiezza della semibanda si indica invece il nu-
mero di termini compreso tra la diagonale principale e 1’ultimo (o il primo)
termine non nullo.
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Fig. 3.11 — Matrice di rigidezza a banda

La presenza di traversi inestensibili comporta una riorganizzazione delle
incognite, effettuata ponendo innanzi a tutte gli spostamenti di tali traversi.
In conseguenza a cid la matrice di rigidezza presenta ulteriori termini non
nulli in due fasce laterali, lungo il bordo sinistro e quello superiore (ﬁg.3.12);
e a rigore non pud pil essere denominata matrice a banda. Se pero si
considera il vettore spostamenti nodali idealmente diviso in due gruppi, r:

ed r,
' [ . ]
I,

che contengono rispettivamente gli spostamenti dei traversi e tutte le altre
incognite, e corrispondentemente la matrice di rigidezza scomposta in quat-
tro sottomatrici, K, K**, K% ¢ K%, si pud notare che mentre le prime
tre sono sostanzialmente matrici piene (cioé con termini non nulli disposti
un po’ ovunque), la K®* & inequivocabilmente una matrice a banda.

La matrice di rigidezza della struttura risulta inoltre essere:

— quadrata, cioé caratterizzata da un ugual numero di righe e di colonne,
perché il numero di spostamenti nodali ¢ esattamente pari al numero di
azioni nodali.

- non singolare, e quindi invertibile, purché lo schema non sia labile.
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Fig. 3.12 — Scomposizione della matrice di rigidezza nel caso
di vincoli mutui tra i nodi (traversi inestensibili)

La relazione lineare K r associa a ciascun insieme di spostamenti un
insieme di azioni, ed in particolare al vettore spostamenti nullo il vet-
tore azioni nullo; d’altro canto, per il principio di unicita della soluzione
del problema dell’equilibrio elastico, ad ogni insieme di azioni deve cor-
rispondere un solo insieme spostamenti, e la relazione ¢ pertanto biuni-
voca ed invertibile.

— simmetrica rispetto alla diagonale principale, cioé tale che K,, = K,p.
Questo puo essere ricavato immediatamente dal teorema di Betti; ap-
plicando infatti alla struttura gli spostamenti r, e r, unitari, il lavoro
di K,, (azione provocata in p da r,) per r, deve essere uguale al lavoro
di K,, (provocata in ¢ da r,) per r,, ed essendo uguali gli spostamenti
anche le due azioni devono avere uguale entitd. La simmetria di K pud
essere dimostrata anche a partire dalla sua definizione (3.14).

Si ha infatti
K'=(@"ka)"=aT k7 a

e poiché kT =k deve essere anche K7 = K.

~ definita positiva, cioé tale che per ogni r non nullo la forma quadratica
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(K r)T r & maggiore di zero. Cid deriva immediatamente dal fatto che
il prodotto anzidetto rappresenta il lavoro di un insieme di azioni nodali

K r per gli spostamenti corrispondenti, che deve essere necessariamente _ -

positivo.

8. Equilibrio nodale e risoluzione del problema

Per l’equilibrio dei nodi, o dei traversi inestensibili, & necessario che
siano nulle le azioni complessive su essi agenti, somma di un’aliquota R,
applicata direttamente ed un’altra R, trasmessa dalle aste. Utilizzando la
(3.12) la condizione di equilibrio si scrive

R.+R,-Kr=0

ovvero .
R=Kr (3.15)

avendo indicato con . I
R=R.+R, (3.16)

il vettore contenente le azioni complessive prodotte dai carichi esterni, sia
applicati direttamente ai nodi che sulle aste, in presenza di vincoli che im-
pediscono spostamenti e rotazioni dei nodi. La relazione (3.15) indica che
poiché tali vincoli non sono in realtd presenti, i nodi devono subire dei
cedimenti r di entita tale da generare un insieme di azioni K r in grado
di equilibrare le azioni esterne prima bilanciate dai vincoli. Questa spie-
gazione fisica della condizione di equilibrio & stata sfruttata in passato da
numerosi procedimenti di risoluzione del problema iperstatico, che si indi-
cano genericamente come metodi di rilassamento. Essi sono tutti basati
sull’idea di rimuovere iterativamente un singolo vincolo, scrivendo per esso
la condizione di equilibrio e ricavando lo spostamento, o la rotazione, neces-
sari per rispettare tale condizione. Caratteristica di questi metodi & quindi
la scrittura diretta delle equazioni di equilibrio e la loro risoluzione itera-
tiva. L’impostazione seguita in questo testo porta ovviamente, a parita di
ipotesi di partenza, allo stesso sistema di equazioni, ottenuto perd per via
matriciale. Coerentemente, la soluzione & fornita da

r=K'R (3.17)

mediante ’inversione della matrice K. Questa operazione puo essere effet-
tuata mediante procedimenti di calcolo numerico che richiedono un numero
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finito, noto a priori, di operazioni, come mostrato nella seconda parte del
testo. Pil frequentemente, gli stessi procedimenti vengono utilizzati per
effettuare direttamente la risoluzione del sistema senza passare attraverso
P'inversione della matrice ed il successivo prodotto per il vettore azioni ester-
ne. Nel caso di sistemi di ordine molto elevato & perd ancora conveniente
I'uso di procedimenti di risoluzione iterativi, sostanzialmente analoghi a
quelli usati nelle impostazioni non matriciali.

Il procedimento da seguire per la risoluzione del problema iperstatico ap-
pare quindi concettualmente ben delineato. Occorre innanzitutto definire la
matrice di rigidezza della struttura K ed il vettore R. Determinati median-
te la (3.17) gli spostamenti nodali, & possibile risalire da essi alle componenti
di movimento degli estremi delle aste nel riferimento globale mediante la
(8.7). Utilizzando le relazioni presentate nel capitolo precedente, si passa,
per ciascuna asta, da queste alle corrispondenti componenti nel sistema di
riferimento locale ed infine alle caratteristiche di sollecitazione agli estremi
e nei punti interni dell’asta.

9. Determinazione diretta della matrice di rigidezza

Le relazioni (3.13) e (3.14), che consentono di ricavare le azioni di in-
castro perfetto e la matrice di rigidezza della struttura a partire dalle cor-
rispondenti entita relative all’insieme di aste, sono molto utili concettual-
mente, perché estremamente sintetiche. Esse si adattano invece meno bene
alle applicazioni numeriche, perché forniscono R, e K mediante operazioni
che coinvolgono matrici molto pill grandi di quelle che si vogliono ottenere.
Ad esempio, per lo schema di figura 3.8, che presenta 6 incognite, le matrici
a e k sono costituite rispettivamente da 24 X 6 e 24 x 24 elementi, mentre
R, e K sono di dimensioni 6 x 1 e 6 x 6.

Una modalita operativa pit semplice scaturisce dal constatare che, es-
sendo la matrice a costituita da soli 0 ed 1, i prodotti matriciali indicati
hanno come unico effetto il posizionare in maniera opportuna gli elementi
del vettore azioni di incastro e della matrice di rigidezza di ciascun’asta
rispettivamente nel vettore e nella matrice della struttura.

Per meglio comprendere il significato di quanto ora detto, si consideri
una struttura costituita da m aste ed n nodi, che presenta h spostamenti
incogniti. Come spiegato in precedenza, la matrice a & composta da m
blocchi, uno per asta, ciascuno di 6 righe ed h colonne (fig.3.13). Si in-
dichino con r e ¢ i numeri d’ordine (compresi tra 1 e 6) di due generiche
componenti di movimento di estremita dell’asta j e con ' e ¢ le righe di a
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ad esse corrispondenti: ' =6 (j — 1) +r, ¢’ =6 (§ — 1) + ¢. Se la compo-
nente r & bloccata da un vincolo, tutti gli elementi della riga r' di a devono

essere nulli. In caso contrario, la componente in esame deve corrispondere _,

ad uno degli spostamenti nodali incogniti, che indicheremo con p. L’unico
elemento non nullo della riga anzidetta sara in tal caso quello in colonna p,
a,1,. Analogamente, se ¢ ¢ lo spostamento nodale corrispondente alla com-
ponente di movimento ¢ I’unico elemento non nullo della riga ¢’ sara quello
in colonna ¢, a.,. Quanto detto per le righe ' e ¢’ di a vale ovviamente
anche per le colonne ' e ¢’ di aT, con esse coincidenti, che avranno come
unici elementi non nulli a7, e al,..

__123...p..q ..... b
1
ASTA 1
1
| 0]00]- 1 0 0 i
ASTA j
c¢'| 0;0,01!" ¢ 1 0ll ¢
8
ASTA m
6m

Fig. 3.13 — Matrice di congruenza a

Anche il vettore S, costruito assemblando i vettori di incastro perfetto
§j delle aste, & composto da m blocchi di 6 elementi; S, coincide con S,
e rappresenta I’azione di incastro r-esima per 'asta j. Nell’effettuare il
prodotto a” S (fig.3.14), per ottenere a meno del segno il generico R, ghi
elementi della riga 1 di a7 vengono moltiplicati per i corrispondenti elementi
di S. In tal modo, gli elementi della colonna r' vengono moltiplicati per

7



L’insieme piano di aste

101

1._._
ASTA 1
R, = -aTs8
. 6m -
Ro, ==-)_ df 5y )
k=1 TS ASTA
6m
Rap=—z aZ‘kSk:...—ag,.,Sr:~... |18
k=1
ASTA m
8m
1 T ¢ 8m
N | et e |
2 0 0!
3 | [ ol [0l ] l
. | I A T
: L ]
- l l N | )
P | 1] |o [ Rap
| | e |
q | ! o (1l |
: | ENCNEE |
: [ |
. | 1( i ’
‘ ' T
h | of ol ] l ] N
- 1 r c 8 -
ASTA 1 ASTA J

Fig. 3.14 — Prodotto matriciale a7 S

S;.. Poiché essi sono tutti nulli, tranne al pit a

valutazione del solo termine R,,.

T ., S;r contribuisce alla

pr'?

Analogamente, la matrice k relativa all’insieme di aste & stata costruita

sy
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disponendo lungo la diagonale le m matrici di rigidezza delle aste. Il suo ele-
mento k,. coincide quindi con k;,. della matrice di rigidezza dell’asta 7 nel

riferimento globale. Nel valutare K mediante la (3.14), il primo prodotto f

matriciale, a7 k, fornisce una matrice M con un numero di righe pari
a quello di aT (e quindi h, quanti sono gli spostamenti incogniti) ed un
numero di colonne pari a quello di k (6m). Nell’effettuare il prodotto ven-
gono moltiplicati tra loro gli elementi corrispondenti di una riga di aT e di
una colonna di k. Il termine k,..s = kj,, viene quindi moltiplicato per gh
elementi della colonna ' di aT, tutti nulli ad eccezione di az;,_,; €sso con-
tribuisce pertanto solo all’elemento M, (fig.3.15). Col secondo prodotto
matriciale, M a, il termine M, viene moltiplicato per gli elementi della
riga ¢’ di a, anch’essi tutti nulli ad eccezione di a.,. Di conseguenza esso,
e quindi kj,., contribuisce solo alla valutazione del termine Ky, (fig.3.16).
Se lo spostamento r (o c) & impedito dai vincoli esterni la riga ' (o ¢’) &
tutta nulla e quindi il termine k;,. non interviene nella matrice di rigidezza
della struttura. -

ASTA 1

-+ "‘J/ |
6m v r ASTA j
Mpcl = Z a?;k kkc’ == |~
k=1

=...+a§,, kpior + ... L,,_+ _____

6m L. N L_- —

M=aT k

6m
T
Mo = ajy ke
k=1

ASTA m

—-
",

6m

ASTA 1 ASTA j ASTA m

Fig. 3.156 — Prodotto matriciale a” k

I posizionamenti effettuati mediante le (3.13) e (3.14) hanno un preciso
significato fisico. Poiché I’azione r—esima esercitata agli estremi dell’asta j

s
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Fig. 3.16 — Prodotto matriciale M a

corrisponde all’azione nodale p—esima, il termine S;, che indica tale azione
sull’asta in assenza di movimento nodale rappresenta 1’aliquota dovuta
all’asta j dell’azione nodale d’incastro p~esima ed interviene quindi nella
valutazione di R,,. Inoltre, poiché lo spostamento c—esimo dell’asta j coin-
cide con lo spostamento nodale g—esimo, il termine k;,, che indica ’azione
r—esima agli estremi dell’asta 7 per effetto di uno spostamento c—esimo
unitario degli estremi. rappresenta ’aliquota dovuta all’asta j dell’azione
nodale p—esima conseguente ad uno spostamento g—esimo unitario ed inter-
viene nella valutazione di K,,.

Operativamente, si puo evitare di costruire la matrice di congruenza
a, essendo ad essa equivalenti i vettori di corrispondenza n definiti nel
paragrafo 4 insieme alla tabella di incidenza delle aste. Per determinare R,
si possono passare in rassegna tutte le aste, con le relative azioni di incastro,
valutando mediante la tabella di incidenza ed i vettori di corrispondenza il
numero d’ordine p dello spostaménto nodale associato alla componente di
movimento r, che esiste solo se quest’ultima non & impedita da un vicolo.
In tal caso ’azione §,—, viene aggiunta, con segno negativo, all’azione di
incastro R,p. Per determinare K, si possono passare in rassegna tutte le
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aste, con le relative matrici di rigidezza nel riferimento globale, determinare
per ciascuna coppia di azioni e componenti di movimento di estremita r e

¢ le corrispondenti azioni e spostamenti nodali p e ¢ e, se queste esistono, J,,_,..é’
aggiungere il valore di k;,. al termine K,, della matrice di rigidezza della
struttura. Questo modo di procedere & detto metodo di determinazione
diretta della matrice di rigidezza della struttura o, con termine inglese, direct
stiffness method.



CAPITOLO QUARTO

L’INSIEME SPAZIALE DI TELAI PIANI

1. Macroelementi e sottostrutture

Nel primo capitolo si & definita struttura un insieme di nodi rigidi col-
legati da elementi deformabili. Si & quindi preso in esame in particolare
Pelemento asta, monodimensionale, con le sue numerose varianti (asta con
cerniere, trave su suolo elastico alla Winkler, asta con tratti rigidi di estre-
mita coassiali e non coassiali). Pil in generale I’analisi matriciale puo
prevedere una vasta gamma di elementi: elementi bidimensionali piani, tri-
angolari o quadrilateri, soggetti ad azioni e deformazioni nel piano (lastre)
o fuori piano (piastre); elementi bidimensionali spaziali, come quadrila-
teri sghembi o gusci; elementi tridimensionali. L’importante ¢ conoscere
per ciascuno di essi la relazione tra le azioni applicate nei punti di estre-
mita e le corrispondenti componenti di movimento (matrice di rigidezza
dell’elemento) e le azioni di estremita che insorgono per effetto dei carichi
interni all’elemento quando i suoi estremi sono bloccati (azioni di incastro
perfetto).

Andando ancora avanti nella stessa ottica, si pud sentire il bisogno di
elementi ancora pilt complessi. Ad esempio, nell’analizzare un edificio in
muratura farebbe comodo un elemento capace di rappresentare un’intera
parete, con le aperture in essa presenti, dotato di un elevato numero di
nodi di estremita per consentirne una buona connessione con altri elementi
analoghi (fig. 4.1). Nello studiare i problemi di interazione tra struttura
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in elevazione, trave di fondazione e terreno sarebbe utile poter considera-
re l'intera struttura in elevazione come un unico elemento, in cui i nodi
di estremita sono rappresentati dai punti da collegare con la fondazione r..w’?
(fig-4.2). Nel calcolare uno schema spaziale costituito da telai piani collegati
da impalcati indeformabili sarebbe comodo considerare come elemento base

il singolo telaio piano, nel quale i nodi da connettere ad altri elementi sono
costituiti dai traversi inestensibili dotati ciascuno di un solo grado di liberta
(fig-4.3).

1 2 3 4 5 6 7 8 9
23 10
22 11
21 12
20 19 18 17 16 15 14 13

Fig. 4.1 — Macroelemento che rappresenta la parete di un edificio in muratura

Elementi tanto complessi possono essere denominati macroelementi. La
determinazione della matrice di rigidezza e delle azioni di incastro perfetto
potrebbe essere effettuata anche per essi mediante lo studio della meccanica
del continuo. Cosi ad esempio la parete dell’edificio in muratura potrebbe
ricadere nell’ambito della trattazione teorica delle lastre forate. In genere
pero questa via & molto complicata, mentre risulta sicuramente piu agevole
valutare il comportamento del macroelemento scomponendolo in parti piu
semplici: la parete in elementi lastra (o piastra, a seconda del carico), il
telalo in elementi trave. In tal modo esso va visto a sua volta come una
struttura e pud essere esaminato mediante algoritmi dell’algebra lineare;
lo si indica quindi piu propriamente col termine sottostruttura, per eviden-
ziarne contemporaneamente sia la composizione che ’appartenenza ad un
insieme piu complesso.
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¢ o o °
1 2 3 4

Fig. 4.2 — Macroelemento che rappresenta un telaio piano
da connettere alla trave di fondazione

——

Fig. 4.3 — Macroelemento che rappresenta un telaio piano
da connettere ad altri telai in corrispondenza dei traversi

Ribadendo quanto innanzi esposto, si definisce sottostruttura un insieme
di nodi rigidi collegati da elementi deformabili del quale interessa mettere in
evidenza la relazione tra azioni e componenti di movimento di un insieme
ridotto di punti nodali e D’entitd delle azioni che insorgono in tali punti
per effetto dei carichi quando essi (solo essi e non anche gli altri nodi) sono
bloccati, in modo da poter considerare questo insieme come macroelemento

gy
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in una struttura pitt complessa. Nei paragrafi che seguono viene mostrato
come ricavare queste informazioni a partire dalla matrice di rigidezza e
dal vettore azioni di incastro dell’insieme, operazione indicata col termine,
condensazione perché condensa tale matrice e vettore in un’altro di dimen-
sionl minori. Questo modo di procedere viene poi particolarizzato per il
caso di telaio piano visto come costituente di un insieme spaziale di telai,
mostrando anche come procedere all’assemblaggio delle informazioni rela-
tive a ciascun telaio per ottenere la matrice di rigidezza ed il vettore azioni
di incastro dell’insieme spaziale.

2. Condensazione della matrice di rigidezza e del vettore azioni
di incastro

Nel capitolo precedente si & ricavata la relazione generale che fornisce le
azioni R sui nodi di una struttura come somma di un’aliquota R dovuta
alle azioni ad essi direttamente applicate ed ai carichi sugli elementi, in as-
senza di movimento dei nodi, ed un’altra dovuta alle componenti di movi-
mento nodale r e linearmente dipendente da queste mediante la matrice di
rigidezza K

R=R-Kr (4.1)
, Vg, Vg,
@® = nodi di estrernita
Uyl Uyd.
6 8
O = nodi interni 3 1 Ea
L Ug, Vg
Yy = Vy, rp = Uys
5 6 gz:s 9z5
i )] Vg, Vg
Vys Vys
gza 626
@ (o 4 @ - - - =
1 4 2

Fig. 4.4 — Sottostruttura che rappresenta il complesso costituito da
trave a ginocchio, trave di piano e pilastro

Si prende ora in esame una generica sottostruttura, ad esempio I’insieme
di aste mostrato in figura 4.4. Le sue componenti di movimento nodale pos-
sono essere divise in due gruppi, A e B, a seconda che esse appartengono
rispettivamente ai nodi di estremita del macroelemento o ail nodi interni.
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Nel numerare tali componenti ¢ sempre possibile individuare prima quelle
appartenenti ad A e poi quelle di B, in modo da poter considerare il vettore
r come diviso nei due sottoinsiemi r, ed rpz. In maniera analoga il vet-
tore azioni nodali risulta scomposto nei vettori R, ed Ry e la matrice di
rigidezza nelle quattro sottomatrici K44, Ks5, K4, Kgp. La relazione
(4.1) puod in tal caso scriversi

R, —R-A Kis Kup Ty
=1 |- (4.2)
Rg Rp Kgs Kpzs rp
ovvero .
B,=R, -K rs — K r
A A AA T4 AB TB (4.3)

Rp :—R-B —Kpars —Kpp rp

In analogia a quanto fatto per la singola asta, si possono indicare con
S le azioni trasmesse al macroelemento nei nodi di estremita e con s le
componenti di movimento di questi nodi.

Si valuta innanzitutto ’entita delle azioni di estremita che nascono in
conseguenza al movimento dei nodi di estremitd (ry = 8) in assenza di
carichi (R, = Rp = 0). Le azioni R, sui nodi esterni sono uguali ed
opposte a quelle trasmesse al macroelemento (R4 = —S) mentre quelle sui
nodi interni devono essere nulle perché questi possano essere in equilibrio
(Rp = 0). Dalle (4.3) si ha

—S:”KAA S”‘KAB rp
OZ*KBA S_KBB I'p

e ricavando rp dalla seconda relazione e sostituendolo nella prima si ottiene
la relazione lineare

S = (KAA "KAB Kg% KBA) )
ovvero
S=ks

dove

k:KAA —KAB KBE KBA (44)

rappresenta la matrice di rigidezza condensata della sottostruttura. Il si-
gnificato fisico di questa relazione puo essere compreso osservando che la
sottomatrice di rigidezza K44 fornisce le azioni di estremita conseguenti
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ai movimenti dei nodi di estremitd quando i nodi interni sono bloccati,
mentre k fornisce le azioni che insorgono quando questi ultimi sono liberi.

Il termine ~-K 5 K53 Kp,4 deve quindi rappresentare la variazione di{_;’?
rigidezza, ovvero la variazione delle azioni dei nodi di estremita conseguente

al movimento dei nodi interni.

Si considera poi cid che avviene per effetto dei carichi applicati ai nodi
interni o agli elementi della sottostruttura quando i nodi di estremita sono
bloccati (r, = 0), mentre quelli interni sono liberi di spostarsi e ruotare.
Per ’equilibrio dei nodi interni deve essere anche in questo caso R = 0,
mentre le azioni sui nodi di estremita sono uguali ed opposte alle azioni
di incastro perfetto S della sottostruttura, o azioni di incastro condensate

(R4 = —8). Dalle (4.3) si ha
-8 = ﬁA —Kup T8
0= EB - KBB rp

ed operando come nel caso precedente si ottiene I’espressione del vettore
azioni di incastro condensate della sottostruttura

§ - '—.—R_A +KAB KE}; 1_{3 (4.5)

La relazione complessiva tra azioni di estremita, componenti di movi-
mento e carichi ¢ infine fornita, per il macroelemento come gia per la singola
asta, dalla relazione

S=S+ks (4.6)

Mediante le (4.4) e (4.5) & possibile ricavare tutte le informazioni relative
al macroelemento a partire da quelle relative allo stesso visto come una
struttura autonoma, determinabili seguendo I'impostazione illustrata nel
capitolo precedente. La semplicita formale delle espressioni non mette pero
in evidenza la complessitd operativa, costituita soprattutto dalla necessita
di invertire la matrice Kpp che & di ordine tanto maggiore quanto piu
numerosi sono i nodi interni della sottostruttura. Lo stesso risultato puo
ottenersi con minor onere computazionale utilizzando il procedimento di
riduzione Gaussiana descritto in dettaglio nel terzo capitolo della seconda
parte del testo. La relazione matriciale (4.2) pud essere riscritta per la
sottostruttura evidenziando che le azioni sui nodi esterni sono opposte a

quelle trasmesse da questi al macroelemento (R4 = —S) mentre quelle sui
nodi interni sono nulle (Rp = 0)
-8 EA Kis Kus 8
= - (4.7)

0 Rs Kss Kps rp
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Questa relazione & in effetti costituita da un insieme di equazioni in nu-
mero pari al totale delle componenti di movimento dei nodi (interni o di
estremitd). La riduzione Gaussiana consiste nell’effettuare combinazioni
lineari delle equazioni in maniera tale da azzerare parte dei coefficienti
della matrice K e trasformare questa in una matrice triangolare (cioé nella
quale sono nulli tutti i termini al di sopra o al di sotto della diagonale
principale). Nel caso in esame la triangolarizzazione puo essere arrestata
quando si & azzerata la matrice K, p ed il triangolo superiore della Kg .
Si pud constatare che nel far cio il vettore al primo membro della (4.7) non
viene modificato, e la relazione matriciale diventa quindi

-S R, K,, O s
0 R Ky, Kiyp r's
Oovvero

S=-R, +K/, s

— ' !

La prima espressione confrontata con la (4.6) mostra che il vettore R/, (a
meno del segno) e la matrice K, , forniti dalla riduzione rappresentano
proprio il vettore azioni di incastro e la matrice di rigidezza del macroele-
mento

S=-R,
(4.8)
k= K,
La seconda espressione pud anche scriversi
Kpp 15 =Ry K, s (4.9)

e da essa & possibile ricavare le componenti di movimento dei nodi interni
rp in funzione dei carichi e delle componenti di movimento di estremita,
mediante il procedimento di sostituzione all’indietro descritto nella seconda
parte del libro.

3. Matrice di rigidezza traslante di un telaio piano

Una sottostruttura particolarmente interessante ai fini applicativi ¢ il
telaio piano, visto come costituente di un insieme spaziale di telai. Esso
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viene descritto utilizzando un sistema di riferimento locale z'y’, con I'asse
z' orizzontale ed orientato verso destra, ’asse 4/ verticale ed orientato verso

Palto (ﬁg.4.5). I nodi di estremita sono costituiti dai traversi inestensibili, /

che nella trattazione qui svolta verranno per semplicitd supposti orizzon-
tali. Ciascuno di essi & dotato di un unico grado di liberta, la traslazione
nella direzione del traverso. I vettori azioni di estremita S e componenti
di movimento di estremita s racchiudono quindi rispettivamente le forze
orizzontali applicate ai traversi e gli spostamenti orizzontali di questi.

"

-4
Fy
F>
F4, : t4 S: F3
Fy
Fs ts ST
Fa /t2 t
to
s =
F, /t1 ts
4
e ~m w7 o =

Fig. 4.5 — Sistema di riferimento locale per un telaio piano;
azioni e componenti di movimento di estremita

Il criterio di numerazione delle incognite adottato nel capitolo prece-
dente rispetta gia il requisito di scindere le componenti di movimento in due
gruppi, r; ed r,, che contengono rispettivamente le traslazioni dei traversi
e le componenti di movimento dei nodi interni (fig. 4.6). Corrisponden-
temente la matrice di rigidezza globale del telaio ¢ stata suddivisa nelle
quattro sottomatrici K*, K** K% K@%,

Mediante le operazioni matriciali indicate dalla (4.4) o col procedimento
di riduzione Gaussiana che conduce alla (4.8) si determina la matrice di
rigidezza k della sottostruttura; essa esprime la relazione lineare esistente
tra forze orizzontali e traslazioni dei traversi e per tale motivo & denomi-
nata matrice di rigidezza traslante del telaio piano. Il generico termine
k;; di questa matrice rappresenta ’azione orizzontale F; conseguente alla

¥
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Fig. 4.6 — Componenti di movimento di estremitd ed interne

traslazione t; unitaria, quando gli spostamenti orizzontali degli altri traversi
sono impediti (fig. 4.7 a). La matrice di rigidezza traslante, analogamente
a quella globale della struttura, ¢ simmetrica, definita positiva e non singo-
lare. La sua inversa ¢ denominata matrice di flessibilita traslante f ed il suo
generico termine f;; rappresenta lo spostamento ¢; conseguente all’azione
orizzontale F; unitaria, in assenza di altre azioni applicate al telaio (fig. 4.7
b). Sfruttando il significato fisico dei termini della matrice di rigidezza o
flessibilita traslante qui mostrato, alcuni autori hanno proposto nel passato
la determinazione di tali matrici mediante ripetute risoluzioni dello schema
di telaio a nodi fissi con uno spostamento impresso o a nodi spostabili
con una forza applicata. Una simile impostazione puo essere considerata
interessante dal punto di vista didattico, perché rende visivamente chiara
P’essenza delle matrici, ma & sicuramente obsoleta dal punto di vista com-
putazionale e comporterebbe complicazioni e non semplificazioni operative.

-~

Fig. 4.7 — Significato fisico dei termini delle matrici di rigidezza
e flessibilita traslante



114 Parte prima — Capitolo quarto

In maniera analoga, mediante la (4.5) o con la riduzione Gaussiana e
la (4.8) si determina il vettore azioni di incastro S della sottostruttura. Il
generico termine S; di esso rappresenta 1’azione orizzontale F; che insorge 7
per effetto dei carichi applicati alle aste o ai nodi interni del telaio quando’
i traversi sono impediti di spostarsi (fig.4.8).

Fig. 4.8 — Significato fisico dei termini del vettore azioni di incastro

4. Matrice di rigidezza traslante di un telaio piano nel riferimento
spaziale

Lo studio del comportamento traslante di un telaio piano & finalizzato al
considerarlo come componente di un insieme spaziale di telai piani collegati
da impalcati indeformabili planimetricamente. Per descrivere un tale in-
sieme si usera come riferimento una terna ortogonale destrorsa zyz con gli
assi = ed y orizzontali e I’asse z verticale ed orientato verso I’alto (fig.4.9).
Essa viene denominata sistema di riferimento globale dello schema spaziale,
per distinguerla dal riferimento locale utilizzato per il singolo telaio.

Nella trattazione qui svolta si ipotizza per semplicita che sia i traversi
dei telai piani che gli impalcati dello schema spaziale siano tali da costituire
un vincolo mutuo allo spostamento orizzontale dei nodi da essi collegati.
Occorre a tale proposito osservare che un’asta inestensibile impone che 1
nodi di estremita traslino della stessa quantita nella direzione del suo asse; si
ha P’uguaglianza dello spostamento orizzontale in due casi: quando l’asta e
orizzontale o quando lo spostamento verticale dei nodi & impedito, per esem-
pio per la presenza di pilastri indeformabili assialmente. In numerosi casi
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b

\
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X, . \\
Yo /—Zi\\
a \\
/ \\\A

Fig. 4.9 — Sistema di riferimento globale per un insieme spaziale di telai piani

I’ipotesi pud perd essere formulata in via approssimata, se I’inclinazione &
modesta o gli spostamenti verticali sono piccoli rispetto a quelli orizzontali.

Coerentemente con la definizione richiamata all’inizio, ’insieme spaziale
di telai piani ¢ una struttura che ha come nodi rigidi gli impalcati e come
elementi deformabili i telai piani. Il generico impalcato ¢, indeformabile nel
suo piano, possiede tre gradi di libertad. Le componenti che ne descrivono
il movimento sono costituite dalle traslazioni v,; e v,; di un suo punto P
(positive se concordi con gli assi) e dalla rotazione intorno all’asse verticale
6.: (positiva se nel verso che porta l’asse z su y). Il punto P pud essere
scelto arbitrariamente, ed in particolare lo si considera coincidente con
I’intersezione dell’asse z col piano dell’impalcato. In maniera duale le azioni
ad esso applicate possono essere ricondotte alle forze F,; e Fy;in P ed al
momento M,;.

Per ciascuna sottostruttura “telaio piano” si possono quindi definire
1 vettori azioni e componenti di movimento di estremita nel riferimento
globale, S, e s,. Nel raggruppare in S, le azioni si preferisce disporre
ordinatamente prima tutte le forze F;, poi le F, ed infine le M,; S, pud
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quindi considerarsi composto da tre vettori

ng
S, = | Sy,
ng
dove per un telaio con n traversi si ha
[ Fay ] " Fy, ] M,
S = F., S = Fy, g = M.,
gz T gy g
L F,, L F,, ] LM, |
In maniera duale si ha per gli spostamenti
8.
Sg = |8g,
ng
zon
Vs, Uy, 0.,
— Uz, — vyz _— 922
8g, = 8g, = 8¢, =
L v, - L vy, LG, |

Per valutare il contributo del telaio piano allo schema spaziale occorre
riesaminare le relazioni elastiche, definite per esso nel paragrafo precedente
con riferimento al sistema locale z'y’, riconducendole a relazioni tra azioni
e componenti di movimento degli impalcati nel riferimento spaziale.

Nel definire i sistemi di riferimento, si & implicitamente supposto che
l'asse y' del sistema locale sia parallelo ed equiverso all’asse z del riferi-
mento globale e ’asse =’ appartenga al piano zy (ma potrebbe appartenere
anche ad un piano parallelo ad esso, senza che cio infici la trattazione del
rroblema). La posizione della terna locale rispetto alla globale ¢ individua-
ta mediante le coordinate z,,y, dell’origine e I’angolo « formato dall’asse
' rispetto all’asse z (positivo se nel verso che porta z su y).
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All’azione F; applicata al traverso ¢ del telaio piano corrispondono nello
schema spaziale le tre azioni F,,, Fy,, M,,, legate ad essa, all’inclinazione o
dell’asse 2’ ed alla sua distanza d dall’origine mediante le relazioni (fig. 4.10)

F,, =F; cosa
F,, =F sina
M, =F;d

i\

Fyi=Fi sina Mzi= FiXo— Fuyo= Fid

con d = Xesina — y,cosa
Yo T

d

Fig. 4.10 — Trasformazione dell’azione su un traverso dal sistema
di riferimento locale a quello globale

Queste possono essere estese a tuttii traversi ed espresse in forma matriciale
per rappresentare il legame tra azioni nel riferimento locale S e azioni nel
riferimento globale S,. Si ha

S, = cosa S
Sg, = sina S
. = d S
ovVero
S,=TS (4.10)
avendo indicato con T la matrice di trasformazione
cosa I
T= |sina I (4.11)

da 1

Ty
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e con I la matrice identita di ordine n (cioé una matrice quadrata avente 1
termini della diagonale principale pari ad 1 e tutti gli altri nulli).

In maniera duale si ricava lo spostamento t; del traverso conseguente,

alle componenti di movimento dell’impalcato

t; = v,, cosa+uv, sina+6,d
ed estendendo la relazione a tutti i traversi

s =cosa 8, +sinas, +ds,

ovvero
s="T7T g, (4.12)

Utilizzando le (4.10) e (4.12), insieme alla relazione tra azioni, carichi e
componenti di movimento nel riferimento locale (4.6), si ottiene Panaloga
relazione valida per il sistema di riferimento globale

S,=TS=T(S+ks)=TS+TkT" s,

ovvero _

S; =8, +k, 8 (4.13)

avendo indicato rispettivamente con k, la matrice di rigidezza traslante e

con S, il vettore azioni di incastro del telaio nel riferimento globale
k,=TkT

! _ (4.14)

S, =TS

Le (4.14) possono essere esplicitate utilizzando la definizione (4.11) della
matrice di trasformazione; si ottiene cosi

cos’a K sina cosea K d cosa K

k, = |sina cosaK sin® o K d smna K (4.15)
d cosa K d sina K &K
cosa S
S, = |sinaS (4.16)

dSs
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Si osservi che la trasformazione effettuata & perfettamente analoga a
quella mostrata nel secondo capitolo come passaggio dagli insiemi fonda-
mentali di azioni e componenti di movimento agli stessi espressi nel rife-
rimento globale. Anche in questo caso gli insiemi S, ed s, sono “sovrab-
bondanti” e la loro relazione con gli insiemi fondamentali S ed s non &
biunivoca; ad esempio, a ciascuna terna v, v, 8, corrisponde un unico
spostamento ¢, ma esistono infinite terne cui corrisponde lo stesso t che
differiscono tra loro per una rotazione con centro appartenente all’asse z'.
La relazione tra S, ed s,, espressa dalla matrice di rigidezza k,, non &
quindi invertibile e cid corrisponde fisicamente al fatto che ¢ possibile as-
segnare agli impalcati spostamenti arbitrari e ricavare le azioni sul telaio
a essi conseguenti, ma non ha senso applicare forze arbitrarie e valutare
la corrispondente deformazione del telaio perché esso pud sopportare solo
forze agenti nel suo piano.

5. Matrice di rigidezza dell’insieme spaziale di telai

Esaminando le tipologie di edifici per i quali & possibile adottare il mo-
dello di insieme spaziale di telai piani, si possono evidenziare situazioni nelle
quali un impalcato non collega tutti i telai. Cio si ha per esempio nel caso
di edifici a piani sfalsati, esaminato numericamente nella terza parte del
testo. Per descrivere lo schema spaziale occorre quindi fornire una tabella
di corrispondenza tra traversi ed impalcati, che indichi il numero d’ordine
dell’impalcato cui appartiene ciascun traverso. Si esclude invece la possi-
bilita che un traverso non sia collegato ad alcun impalcato. Un tale traverso
dovrebbe essere conteggiato non tra i nodi di estremita del macroelemento
ma tra quelli interni e la relativa forza o spostamento dovrebbe scomparire
nella condensazione.

Per quanto detto, I’insieme delle azioni o delle componenti di movi-
mento degli impalcati si presenta in generale pilt ampio rispetto all’insieme
delle azioni o componenti di movimento del singolo telaio nel riferimento
spaziale, coincidendo con questo solo nel caso (invero molto frequente) in
cui gli impalcati collegano tutti i telai. Si indica con R il vettore azioni
e con r il vettore componenti di movimento, e si ordinano in essi gli ele-
menti rispettando il criterio definito per il singolo telaio, consentendo cosi
di evidenziare i tre sottoinsiemi R, Ry, R, er, r, r, che contengono rispet-
tivamente le azioni (o traslazioni) in direzione z, quelle in direzione y e i
momenti (o rotazioni).

La ricerca di relazioni valide per ’insieme spaziale di telai piani, a
partire da quelle del singolo telaio, procede allo stesso modo di quanto

"y
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fatto nel capitolo precedente per I’insieme piano di aste. Si giunge quindi
all’espressione, formalmente identica

R=R-Kr (4.17)5

Il vettore R contiene le azioni complessive sugli impalcati esercitate dai
carichi, applicati sia direttamente ad essi che su aste e nodi interni dei telai,
quando il movimento degli impalcati & impedito. Lo si pud determinare
con facilitd seguendo il metodo di determinazione diretta gia presentato:
per ciascun telaio, il generico termine del vettore azioni di incastro S,
corrispondente ad una direzione d ed un traverso t viene aggiunto al termine
di R che corrisponde alla stessa direzione d ed all’impalcato ¢ cui appartiene
t (cambiandone il segno, perché §g contiene le azioni sul telaio mentre R
quelle sugli impalcati); ad R si aggiungono poi le azioni esterne applicate
direttamente agli impalcati.

La matrice di rigidezza dell’insieme spaziale K & valutata in maniera
analoga. Per ciascun telaio il termine corrispondente ad una direzione d che
rappresenta l’interazione tra due traversi ¢; e t, viene sommato al termine
di K corrispondente alla stessa direzione d e che rappresenta I’interazione
tra gli impalcati ¢; ed ¢, cui appartengono t; e t.

6. Equilibrio degli impalcati e risoluzione del problema

Per P’equilibrio degli impalcati & necessario che siano nulle le azioni R
su essi complessivamente esercitate. Dalla (4.17) si ha quindi

R=Kr (4.18)
dalla quale si ottiene la soluzione del problema iperstatico
r=K 'R (4.19)

Anche in questo caso conviene risolvere direttamente il sistema di equazioni
(4.18), con i procedimenti illustrati nella seconda parte del testo, anziché
effettuare I’inversione della matrice K.

Il procedimento da seguire per l’analisi di un insieme spaziale di telai
appare quindi concettualmente ben delineato. Occorre innanzitutto esami-
nare il singolo telaio piano, costruirne la matrice di rigidezza ed il vettore
azioni di incastro globali ed effettuarne la condensazione per ricavare la
matrice di rigidezza ed il vettore azioni di incastro traslanti. Utilizzando
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le informazioni fornite dalla tabella di corrispondenza traversi-impalcati si
assemblano le matrici ed i vettori dei singoli telai costruendo quelle relative
all’insieme spaziale. La soluzione del sistema (4.18) fornisce i valori delle
componenti di movimento degli impalcati, dalle quali si ricavano gli sposta-
menti dei traversi dei singoli telai. Noti questi, mediante la (4.9) si possono
determinare le componenti di movimento dei nodi interni e da queste infine
le caratteristiche di sollecitazione nelle aste.

Nel concludere, & opportuno ribadire i limiti di validita dello schema
esaminato. I singoli telai sono del tutto indipendenti I’'uno dall’altro, tranne
che per gli spostamenti orizzontali dei traversi. Il modello non tiene quindi
conto dell’accoppiamento flessionale e torsionale di travi di telai distinti
incidenti in un unico punto, né della congruenza verticale dei nodi comuni a
due telai. In particolare non ha senso utilizzarlo in una analisi che riunisca
insieme telai in elevazione ed un graticcio di travi in fondazione, per la
quale la congruenza verticale & essenziale. Nonostante cid, lo schema risulta
adottabile in un’ampia gamma di situazioni, perché i problemi innanzi citati
sono spesso trascurabili. Inoltre, il criterio di scomporre una struttura in
sottostrutture pitt semplici ha una potenzialita applicativa ancora piu vasta
perché consente di proporre ed analizzare con facilitd numerosi altri modelli
strutturali.
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